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YHTEENVETO

Algoritmien kumulatiivista pydristysvirhettd liuku-
van pilkun aritmetiikassa pyrit#ddn analysoimaan kehit-
tdmi#lld tdmd yksittdisten pybristysvirheiden Taylor-
kehitelmdksi. Tdhidn tarkoitukseen esitetdfin sekd ana-
lyyttinen ettd tietokoneelle soveltuva menetelmi.
Ykeittdiselle suhteelliselle pydristysvirheelle konst-
ruoidaan tilastollinen malli. Sovellutuksina k#sitel-
1d#n pienalgoritmia a&*-b* = (a+b)-(a-b) sekd Horner-
shemaa ja Gauss-Jordanin matriisinkdédntbalgoritmia.
Sovellutukeiin liittyvdt ohjelmat on ajettu IBM 7094-
tietokoneella.
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1. JOHDANTO

Tietokoneiden mahdollistaman suuren laskentano-
peuden johdosta on tullut vdlttédmdttomiksi pyrkiid
selvittéimiddn pybristysvirheiden vaikutuksia, koska
niiden merkitys kasvaa nopeasti perdkkdisten laskutoi-
mitusten midirdin kasvaessa [1].

Kysymystd lidhestyttdessd on ldhtbkohtana tosiasia,
ettd algoritmissa tapahtuva kumulatiivinen pydris-
tysvirhe on perdisin kussakin erillisessid laskutoi-
mituksessa syntyvidstd yksittdisestd pydristysvirhees-
td. Ndiden avulla on pyritty laskemaan yl&rajoja ku-
mulatiiviselle pydristysvirheelle. Laajoissa algo-
ritmeissa on ollut pakko tyytyd melko karkeisiin ar-
vioihin tédlle ylidrajalle [10].

Useissa tapauksissa tieto keskimddrdisesti vir-
heesti ja sen vaihtelualttiudesta olisi hyddyllisem-
pi kuin virheen yldraja. Tédssd tarkoituksessa on
pybristysvirheitd pyritty selittimiddn tilastollis-
ten jakautumien avulla. Professori Henrici on mm.
teoksessaan 'Elements of Numerical Analysis' [4]
laajalti ldhestynyt kysymystd tdltd kannalta. Hidn
kisittelee pddasiassa kiintedn pilkun aritmetiikkaa.
Seuraavassa esityksessd pyritdidn tekem#idn vastaavia
huomioita liukuvan pilkun aritmetiikasta.



2. PYORISTYSVIRHEEN KASITE

Mielivaltainen nollasta eroava kymmenjér jestel-
mén reaaliluku voidaan esittdd muodossa

z = 20.d.d.d.... *10° , (2.1)

mised d,,d,,... ovat numeroita, d_, # O ja p on ko-
konaisluku. Osaa

m = $0.d.d,d.... (2.2)

kutsutaan luvun z mantissaosaksi ja silld tarkoi-
tetaan lukua

mo= £(d.,-10 +d..+10 +d.*10 + .u. ). (2.3)

Osaa 10" kutsutaan eksponenttiosaksi, 10 on kanta-
luku ja p on eksponentti.

Tietokoneissa kantalukuna b on luvun 10 sijasta
useimmin jokin kahden potenssi (esim. 2' = 2,
2° =8 tai 2% = 16). Mybs t4115in luku voidaan esit-
tii vastaavassa muodossa [4],[7]

gz = mb” = £0.d.d,d.... *d°, 4., # 0, (2.4)

missd d.,,d,,... Ovat b-kantaisen lukujédrjestelmén
numeroita. Tdll6in mantissalla m tarkoitetaan lukua

m = $(d_°b +d_,°b +d b+ ... ). (2.5)
Ehdosta d.; # 0 seuraa
b'< |m| < 1. (2.6)

Mantissaosaan mahtuu tietokoneessa rajoitettu
midrd, t kpl, numeroita, jolloin luku z koneesta



riippuen joko katkaistaan tai pydoristetdidn 'oikein'
muotoon

z* = $0.d.,d,...d b (2.7)

Ta4td muotoa kutsutaan liukuvan pilkun esitykseksi
ja lukua z™ liukuluvuksi.
Pyoristetyn ja tarkan luvun erotusta

r =2z%-z (2.8)

kutsutaan absoluuttiseksi pytristysvirheeksi. Kos-
ka absoluuttisen pydristysvirheen suuruus liukulu-
kujen yhteydessd riippuu ratkaisevasti itse luvun

z suuruudesta, on usein kdytdnnollisempdd tarkas-
tella suhteellista pyodristysvirhetta

- B8 (2.9)

jolloin

z* = z(1+e) . (2.10)



3. SUHTEELLISEN PYORISTYSVIRHEEN JAKAUTUMA

Mantissaosan pybristysvirhe

Suhteellisen pydristysvirheen tilastollisen ja-
kautuman selvittdmiseksi on syytd tarkastella aluk-
sl pelkidstddn mantissaosaa. Merkitsemme pytriste-
tyn luvun z* mantissaocsaa m*:1la, jolloin

£E = m"-m (3-1)

on mantissaosan absoluuttinen pydristysvirhe.
Olkoon

u=>b"* (3.2)

eli
u = 0.00...01°b° (3.3)

esitettynd muodossa (2.7). Mikdli pybristys on suo-
ritettu 'oikein', on voimassa

-%u < € < iu . (3.4)

Intuitiivisesti pidetdidn selvidnid, ettd pybrie-
tysvirhe on satunnainen luku ja siis tilastollisel-
ta jakautumaltaan tasai- &6
sesti jakautunut vi#lilli &
[-tu,iu]. Satunnaisuus
on tosin ndenndistd: jos
otamme uudelleen alkupe-
ridisen luvun Jja pydris-
tdmme sen, saamme uudel-




leen saman pydristysvirheen [4]. Tasainen jakautuma
antaa kuitenkin hyvdn tilastollisen mallin, jonka
avulla voidaan tarkastella pydristysvirheiden kdyt-
tdytymistd pitkissd laskutoimitussarjoissa.

Tilastollisen jakautuman tiheysfunktiolla f(x)
tarkoitetaan Ax:114 jaettua todenndkdisyyttd sille,
ettd muuttujan arvo on x:n ja x#Ax:n vdlilld, kun
Ax on ddretttmédn pieni[2]. Pybristysvirheen £ ja-
kautuman tiheysfunktio on muotoa

o, X < =3u
f.(x) =< ¢, -fu<xs=sju (3.5)
o, x >3,

missd ¢ on erids vakio.
Kokonaistodenndktisyys on yksi, joten

[[t.(x)ax = cu =1, (3.6)
mistd
. (3.7)
N&din saatu virheen tiheysfunktio on havainnol-

listettu kuvassa 1.
Virheen itseisarvolle saamme tiheysfunktioksi

0, x<-0
f.(x) = {2, 0<x=4u (3.8)
0o, X > .

Useissa tietokoneissa k#ytetdin oikean pydris-
tyksen sijasta katkaisevaa aritmetiikkaa [6], jol-
loin pydristysvirhe

€ = -|m*-m| = (m*-m)-sign m (3.9)

on tasaisesti jakautunut v#lilli [-u,0]. Punktio



sign x mddritelléddn
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sign x =4 0 , (3.10)
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Pybristysvirheen £’ tiheysfunktioksi saamme

0 X < =u
L.(x) = %, -u<x=<0 (3.11)
0 x>0 .

Tarvitsemme vield itse mantissan Jjakautuman pys-
tydiksemme laskemaan suhteellisen pytristysvirheen
jakautuman. Tuntuisi luonnolliselta olettaa, ettd
lm| olisi tasaisesti jakautunut vdlillid [7,1). On
kuitenkin todettu, ettei tdmd pidd paikkaansa [3].
Jos tarkastelemme suurta joukkoa reaalimaailman kym-
menjérjestelmdn lukuja, esimerkiksi fysikaalisia va-
kioita, voimme todeta, ettd niistd on noin 30% yk-
koselld alkavia.

Jonkinlaisen teoreettisen selvityksen tdlle ti-
lanteelle antaa samoin £\ (x)
ilmeisend pitédmémme to-
siasia, ettd kun kaikki
reaalimaailman luvut 3.
kerrotaan tietylld va-
kiolla, niiden ensim-
médisten numeroiden ja-
kautuma ei muutu. T&hdn
no jaamalla voidaan m :n I R R L
tiheysfunktiolle johtaa kuva 2
kuvassa 2 havainnollistettu kaava [8]

0, x<b"
£,(x) ={=o=—f » bleix<1 (3.12)

O| el
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Tdmd tiheysfunktio antaa ykktselld alkavien lukujen
esiintymistodennéksisyydeksi [,.f.(x)dx = log,2 = 0.30,
miki vastaa kokeellista tulosta.

Suhteellisen pySristysvirheen jakautuma
pydristivissi aritmetiikassa

Kun kirjoitamme suhteellisen pydristysvirheen e
lausekkeen (2.9) mantissa- ja eksponenttiosan avul-
la, saamme kaavojen (2.4) ja (3.1) perusteella

®*_ . «hP ) +hP
,___zz==.(m_!g%?b_=§7§.;=§. (3.13)

Johdamme nyt e:n itseisarvon |el = |¢/m| tiheys-
funktion.

Kahden toisistaan riippumattoman satunnaismuut-
tujan 7 ja £ suhteen { =7/t tiheysfunktio saadaan
kaavasta [2]

£, (2) = [ xt,(2x)f, (x)ax , (3.14)

kun §>0. Mik#li oletamme, ettd ¢ ja m ovat riip-
pumattomia, mikd tuntuu luonnolliselta aimakin suu-
rilla t:n arvoilla, saadaan |e|:n tiheysfunktioksi
~ kaavan (3.14) perusteella

(0 , z<0

' 2 1 2:(b-1)

Irx'ﬁ.x‘In pox = ub+ln b °* 0=z <3u
. sl fh 21 ({5:9%)
L(I uw'x-In poX = In b[z'ub]’

3u < 2 < judb
L0, z > jub .

fm(3) -

Saamme tdstd |e| :n yldrajaksi [10]
le|] <4ub . (3.16)

Kun vield oletamme e:n jakautuman olevan symmet-
rinen origon suhteen, mikid myds tuntuu ilmeiselti,



saamme e:n tiheysfunktioksi

b-1

B In s ? |z| < ju
£.(2) = Inlﬁ[ﬁjl'il'%]’ ju<izlsjub  (3.17)
0, 2] > 3ub .

Témd on havainmmollistettu kuvassa 3a kymmenjir jes-
telmén tapauksessa.

1&@) 1£e®@)

- 0,39 10"

.. 0.39=10%

e SR A A ¢ i T ouoz‘-‘-
kuva 3a kuva 3b
Satunnaismuuttujan keski- eli odotusarvo saa-
daan kaavasta [2]
E(§) = [oxfi(x)dx (3.18)
ja varianssi kaavasta

D* (%) = J_[x-E(§)"f(x)ax. (3.19)

Varianssin nelisjuuri, keskihajonta D({) kuvaa muut-
tujan arvojen keskim#ddrdistd poikkeamaa keskiarvosta.
Saamme kaavojen (3.18) ja (3.19) avulla e:n odo-

tusarvoksi ja varianssiksi

ta = E(e) = 0, 6% = D*(e) = mz=prg(b*=1). (3.20)

Seuraavassa taulukossa on varianssin arvoja kantalu-
vun b eri arvoilla.

b o /fu”
2 0.1803
8 1.262
10 1.791
16 3.832
64 41.02
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Suhteellisen pydristysvirheen jakautuma
katkaisevassa aritmetiikassa

Katkaisevassa aritmetiikassa saamme yhtdlostid
(2.9) kaavojen (2.4) ja (3.11) perusteella suhteel-
liselle pydristysvirheelle lausekkeen

z*-z _ (" -m):b" _m*-m _ €
e=""7=2 = L__m:bP “msign m "~ [m’ (3.21)

Kun oletamme €:n ja |mi:n olevan riippumattomia,

saamme kaavan (3.14) perusteella e:n tiheysfunk-
tioksi (kuva 3b)

r0 ’ E“-'l.lb

el tiy w splal o L]

-L-'x'u X In X " In bl"Zz " ubl *
-ub = g < =-u

T W - ==l __
VX0 xIn 59X = 3b-in © °

f.(g) = { (3.22)

-ns2s0
0’ 370

A

Kaavojen (3.18) ja (3.19) perusteella saamme
odotusarvoksi ja varianssiksi

Ha = E(e) = u§.1;bb! _
= D*(e) = 'E(e)[gihfll*'E(eﬂ . (3.23)

Seuraavassa taulukossa on odotusarvoja ja varians-
se ja kantaluvun eri arvoilla.

b Ma/n ai/ut
2 -0.7213 . 0.2010
by -—|. 6% 1
8 -1.683 2.216
10 -1.954 3.346
16 -2.7Qé 8.011
3L =Y

-7.574 106.7




4. PYURISTYSVIRHE LASKUTOIMITUSTEN YHTEYDESSA

Yhteen- ja vidhennyslasku

Kahden liukuluvun yhteemlaskun tarkkuuteen vaikut-
taa ratkaisevasti yhteenlaskettavien lukujen eksponent-
tien p, ja p, keskindinen ero Ip, -p,] [10].

Mik#li p.= p,, on yhteenlasku varsin suurella to-
denndkbisyydelld tarkka. Ainoan poikkeuksen muodostaa
tapaus, jossa saadaan muistinumero mantissojen vasem-
manpuoleisimpia numeroita yhteenlaskettaessa. T&H11l6in
joudutaan vdhiten merkitsevidstd numerosta luopumasan,
koska mantissa edelleen saa sisdltdd korkeintaan t nu-
meroa. Samaan tilanteeseen saatetaan Jjoutua myds, kun
p: Ja p. ovat likimain yhtédsuuret. Tédmd on kuitenkin
sitd epdtodenniikiisempdd mitd suurempi |p, -p,| on.

Kun [p, =p,] = 1, kohdistuu mielenkiinto l#hinn# tapeuk-
siin, joissa luvut ovat erimerkkiset ja niiden iteseisar-
vot niin 1dhelld toisiaan, ettd tulosta joudutaan 'siir-
téimidsin vasemmalle®, jolloin pidHst#sin tarkkaan tulokseen.

D.W. Sweeneyn suorittamassa tutkimuksessa [8] |p, -p,/oli
k#yténnsn yhteenlaskuissa nolla 33-56%:n ja yksi 12-27%:n
todenniktisyydelld kantaluvun saadessa arvot 2-64. O0i-
kealle siirtojen todenndkdisyys oli vastaavasti 20-2%
ja vasemmalle siirtojen 20-11%.

Eksponenttien eron kasvaessa vihenee tarkan lasku-
toimituksen todenndkidisyys ja edelld johdetut mallit
pydristdvidlle ja katkaisevalle aritmetiikalle pitdvit
varsin hyvin paikkansa. Tdmd paikkansapitdvyys loppuu
[Py =p,|tn ylittdessd arvon t. TH1ll6in luvuista itseis-
arvoltaan pienempi muodostaa sellaisenaan pydristysvir-
heen. Niiden tapausten suhteellinen osuus kaikista
yhteenlaskuista on kuitenkin niin pieni, ettei
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niilld ole suhteellisen pydristysvirheen jakautumaan
merkittdvdd vaikutusta, kunhan huomioimme tapauk-
set, joissa toinen yhteenlaskettava on nolla, jol-
loin laskutoimitus on tarkka. Toinen operandi on
edelld mainitun tutkimuksen mukaan tarkka noin 8%
todenndkbisyydells.

Koska suhteellisen pydristysvirheen jakautuma
riippuu |p, -p,|:n jakautumasta, sille on mahdotonta
johtaa tdysin yleispdtevdd mallia. Jonkinlaisen
keskivertomallin muodostaminen tosin on mahdollis-
ta. TH116in tullee kysymykseen lihinnd professori
Tienarin ehdottama malli: kun

(z,+2,) = (2, +2,) - (1+e) , (4.1)

missd e on suhteellinen pydristysvirhe, kirjoite-
taan e muotoon

e = 6ee' , | (4.2)

missd e' noudattaa edelld johdettua jakautumaa ja
satunnaismuuttuja 6 saa arvon 0 todennikbisyydelld
p sekd arvon 1 todenndkdisyydelld 1-p. Luku p edus-
taa tdlldin todenndkbisyyttdi tarkalle laskutoimi-
tukselle. Merkitsemme seuraavassa ndin saatavan
e:n Jakautuman odotusarvoa [4:118 ja varianesia
o:114.

Virheen e yldraja voidaan médrdtd yleispdtevis-
ti. Perustuen epdyhtdldihin (2.6) ja (3.4) saadaan
yhtdlsstd (3.13) pydristivdlle aritmetiikalle [7]

el = |&|<tun. (4.3)
Katkaisevalle aritmetiikalle saadaan vastaavasti

lel < ub. (4.4)

Erdissd koneissa joudutaan jo ennen laskutoimi-
tusta pyOristéméén eksponentiltaan pienempdd ope-



= 19 w

randia. T&118in saadaan yldrajoiksi

le] < fu(b+1) (4.5)
pybristdvidssd Jja

lel < u(b+1) (4.6)

katkaisevassa aritmetiikassa [10].

Kaikki yhteenlaskua koskeva koskee my&s vdhennys-
laskua, koska ndiden ero voidaan tulkita lukujen
etumerkkien vaihteluksi. ‘

Kerto- ja jakolasku

Kahden liukuluvun vdlinen kertolasku suoritetaan
laskemalla eksponentit yhteen ja kertomalla mantis-
saosat keskenddn. Kun

(z,-8,)" = 2.2z (1+e) , (4.7)

voidaan todeta pybristysvirheen e noudattavan joh-
dettua jakautumaa, so. pybristdvidssid aritmetiikassa
jakautumaa (3.17) ja katkaisevassa jakautumaa (3.22).

Jakolaskussa vastaavasti vidhennetddn eksponentit
toisistaan ja mantissaosat jaetaan keskendidn. Myos
osamidrdn pyoristysvirhe e noudattaa annettua ja-
kautumaa, kun merkitsemme

(ﬁ;)* = Z(1+e). (4.8)

Merkitsemme seuraavassa kerto- ja jakolaskun
pySristysvirheen odotusarvoa u,:114 ja varianssia
0f:1ld. T&All6in

H,— =May Cf= O: . (4-9)
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Johdetun mallin pitdvyys kerto- ja jakolaskussa
testattiin algoritmin S avulla.

Algoritmi S (Satunnaisalgoritmi). Algoritmi suo-
rittaa satunnaisia laskutoimituksia 2t numerom tark-
kuudella katkaisten tulokset: t numeron mittaisiksi
ja luetteloiden syntyneet pydristysvirheet. Jos
tuloksen eksponentti ylittdd itseisarvoltaan puo-
let suurimmasta mahdollisesta eksponentista max|pl|,
sen itseisarvoa pienennetdin % -max|p|:114.ylivuo-
tojen ehkédisemiseksi. Algoritmi kdyttdd vektoria
LUKU(1) ,LUKU(2),...,LUKU(200) . Merkintd A<—SAT{B,
C,...,%2} tarkoittaa, ettd A:n arvoksi sijoitetaan
joukon {B,C,...,2} satunnaisesti valitun alkion arvo.

S1. [Alkuasetukset.] Vektorin LUKU kymmenen ensim-
mdisen alkion arvoksi sijoitetaan tunnettuja va-
kioita: m , Neperin luku, Eulerin vakio, kultai-
nen suhde jne. N<«10 (N on kdytdssd olevan
taulukon osan suurin indeksi).

S2. [Laskutoimituksen valinta.] I<-SAT{1,2,...,N},
Je—SAT{1,2,...,N}, SX<8SAT{S3,54,55,56), —»SX.

S3. [Yhteenlasku.] TULOS<-LUKU(I)+LUKU(J), =—ST7.
S4. [Vihennyslasku.] TULOS<—LUKU(I)-LUKU(J), —S7.
S5. [Kertolasku.] TULOS<LUKU(I).LUKU(J), —S7.

S6. [Jakolasku.] Jos LUKU(J) = 0, —S2. Muuten
TULOS<—LUKU(I)/LUKU(J).

S7. [Etumerkin valinta.] SIGN<SAT{-1,1},
TULOS<—SIGN*TULOS.

S8. [Pysristysvirheen kirjaus.] Pydristd mantissa
t numeron mittaiseksi, luetteloi pybristysvir-
he ja pienennd tarvittaessa eksponenttia.

S9. [Tulosalkion valinta.] Jos N < 100, N<-N+1,K<N,
muuten K<-SAT{1,2,..,N}.

S10.[Tuloksen talletus.]| LUKU(K)=—TULOS. Jos testi-
tuloksia halutaan lisd#, —»S52, muuten algorit-
mi pdittyy. |l
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Testitulosten lukum#drdksi midrdittiin 10000 sekid
pydristdvdlle ettd katkaisevalle aritmetiikalle,
jolloin saatiin riittdvd kuva pydristysvirheiden ja-
kautumasta. Summan ja erotuksen pydristysvirhei-
den jakautumalle algoritmi S ei antanut mielekédstd
mallia, koska eksponenttien jakautumaan ei kiinni-
tetty erityistd huomiota. Sen sijaan tulon ja osa-
méadrdn pydristysvirheiden jakautumalle saatiin mal-
1li, joka vastaa teoreettista mallia. Tulokset on
esitetty pyoristdvidlle aritmetiikalle kuvassa 4a
ja katkaisevalle kuvassa 4b.

Testikoneena o0li IBM 7094, jonka aritmetiikan
kantalukuna on kaksi ja t = 27 (simuloitaessa pyd-
ristdvdd aritmetiikkaa jouduttiin asettamaan t = 26).
Mallin hyvd pitdvyys osoittaa omalta osaltaan myds
jakautuman (3.12) pdtevyyttd kaksijédrjestelmiénkin
yhteydessd. Tédtd Jakautumaahan kdytettiin pydris-
tysvirheen teoreettista jakautumaa johdettaessa.

havaintojen
lakenam,.

kuva 4b



5. PYORISTYSVIRHEEN TAYLOR-KEHITELMA

Suoritettaessa perdkkidisid laskutoimituksia 1iit-
tyy jokaiseen laskutoimitukseen oma pydristysvir-
heensd. Nididen yksittédisten pySristysvirheiden yh-
teisvaikutusta kutsutaan kumulatiiviseksi pyoris-
tysvirheeksi. Jos tarkastelemme esimerkiksi kah-
den pydristetyn luvun a* ja b* jakolaskua, saamme

= 2(1+¢,) (14e.) (1-e 42 -3+ ... )
'b a

2(1+e,-e.+e —e,e +e,e. —e ec (5.1)
)

-e,e.e . +e e +e_el-e i+ ... )

F(1+4E.)

jolloin E. edustaa kumulatiivista suhteellista pyo-
ristysvirhettd. Kuten tdssd esimerkissd voidaan
kumulatiivinen pydristysvirhe E, aina lausua yksit-
tdisten pybristysvirheiden Taylor-kehitelmédnid, so.
muodossa

E, = Ja..e +t)_'|a,,_;,-e-tei+(e‘) " (5.2)
L v

missd {e®) tarkoittaa e; :den suhteen vihintdén kol-
mannen asteen termejd ja a:t algoritmin alkuarvois-
ta riipuvia vakioita. Kutsumme sarjaa (5.2) seu-
raavassa (E,e)-sarjaksi.

Kun merkitsemme (E,e)-sarjan k:nnetta osasummaa,
80. e; :den suhteen k:nnen asteen summaa Efﬁllu,
saamme yhtdlsn (5.2) muotoon

)

E, = E-+E7+{e*) . (5.3)
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Toisen ja korkeamman asteen termien vaikutus ku-
mulatiiviseen pydristysvirheeseen on yleensd mer-
kityksettn yksittdisten pydristysvirheiden e; suu-
ruusluokan pienuuden johdosta, joten kidytdnndssd
voidaan E,:n lauseke ilmoittaa ensimmiisen asteen
termiensd avulla [9], so.

.= 2. . (5.4)

Kumulatiivisen pydristysvirheen jakautuma voi-
daan johtaa yksittdisten pydristysvirheiden jakau-
tumien avulla. Jos satunnaisluvut &, fiye..,bm ovat
toisistaan riippumattomia ja niiden odotusarvot
ovat [,y Mipeessfim Ja varianssit o, 6 ,...,0, , on
satunnaismuuttujan

t = alf,+a,t,+ ... 48,50 (5.5)

odotusarvolle ja varianssille voimassa [4]

E(}) = au+a,t+ oo +8,04, (5.6)
D*(() = 8¢*+8%0%+ ... +8L0%. (5.7)

Todennikbisyyslaskennan keskeisen raja-arvovditté-

min nojalla f :n jakautuma lisdksi ldhestyy ns.

normaali jakautumaa (kuva 5)

m:n lihestyessd #iretdntd [2]. ]
Normaali jakautuman mid-

rittidvidt yksikdsitteisesti

sen odotusarvo ja varianssi.

Sille on ominaista mm., ettid

68.3% havaituista satunnais-

luvuista poikkeaa vidhemmén xuva 5

kuin varianssin nelid juuren

eli keskihajonnan verran odotusatrvosta.
Pybristysvirheet eivdt yleensd ole tdysin riip-

pumattomia toisistaan, mutta niiden vidliset riip-

puvuudet ovat niin vdhdiisid, ettd kaavoja (5.6)

ja (5.7) kdyttdm#lld saadaan riittdvid arvioita

9 (x)
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kumulatiivisten pydristysvirheiden jakautumille yk-
sittdisten pydristysvirheiden jakautumien avulla(4].
Oikein pydristdvidssd aritmetiikassa on kaavan (5.6)
perusteella myts kumulatiivisen pydristysvirheen
odotusarvo nolla.

Pitkissd laskusarjoisea voidaan nojata normaali-
jakautumaan myts médritettdessd kidytdnndllisid yld-
rajoja pybristysvirheille. HNormaali jakautumassa
sijoittuu 99% kaikista havainnoista ldhemméksi odo-
tusarvoa kuin 2.5760, missd ¢ on normaali jakautu-
man keskihajonta. Selkednd esimerkkind voidaan
tarkastella peridkkdisten kertolaskujen kumulatii-
vista pydristysvirhettd oikein pySristédvéssd arit-
metiikassa.

Tuloa

P =TTh;

=0

vastaa liukuvan pilkun aritmetiikkaa kdyttédvissid
koneessa, kun alkuarvot h;, 1 = 0,..., N oletetaan
tarkoiksi,

P" = P(14E,) =ithifr.(1+ei) ”fﬂ.hi(""’iea) ,

missi kukin e; on yksittdisessd kertolaskussa syn-
tynyt pybristysvirhe.

Jos kertolaskut on suoritettu binddriaritmetii-
kassa, on virheiden e;, 1 = 1,...,¥ odotusarvo 0
ja varianssi 0.1803u* kaavan (3.20) perusteella.
Saamme E,:n odotusarvoksi ja varianssiksi kaavo-
jen (5.6) ja (5.7) avulla

E(E,) =0 , D*(E,) = K-0.1803u” ,

jollain siis 99% varmuudella

|E < 2.576:VE-0.1803u* = 1.09VEu .

Pri Wilkinson [10] on pddtynyt kdytinntn ylidrajana
tulokseen VKW, miki# vastaa varsin tarkkaan edelld
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johdettua tulosta. Teoreettiseksi ylédrajaksi saa-
daan

|E.] < $Nub ,

joten varsinkin suurilla N:n arvoilla saataisiin
varsin epédrealistinen yldrajan arvo ilman tilas-
tollista jakautumaa tai empiirisid kokeita.

Kdsitellyssd esimerkissd syntyivdt kaikki pyo-
ristysvirheet kertolaskujen yhteydessd. Pydris-
tysvirheet voidaan kuitenkin jakautumansa ja syn-
tytapansa perusteella jakas esimerkiksi tyyppeihin

1. alkuarvojen pytristysvirheet
(keskiarvo M., varianssiocl)

2. summan ja erotuksen pydristysvirheet
(keskiarvo u,, varianssio;)

3. tulon ja osamdirdn pydristysvirheet
(keskiarvo i, , varianssio;).

Olkoot yhtdlossd (5.2) ei,ey,...,e;, tyyppid 1,

€. 9+++98, tyyppid 2 ja e;  ,...,€;, tyyppid 3 ole-
via pybristysvirheitd. T&dlldin E,.:n odotusarvo

ja varianssi voidaan kaavojen (5.4), (5.6) ja (5.7)
mukaan lausua muodossa

I 1 m
E(En) -~ E(E‘:}) = Zan.ilflp\'bgan.ijf‘lg"' an-i]f""r L (508)
=1 =K+t =L+q
DY(E.) = D(EY) = Jahoi+fanci+fend . (5.9)
1-1 J-'k-ﬂ Jﬂ‘l"
Esimerkiksi jakolaskun (5.1) pydristysvirheelle E.
E(E.) = 4« , D*(E.) = 202+ 02 .

Mik&li alkuarvot oletetaan tarkoiksi, on yhtdlde-
sd (5.8) Ma= 0 ja yhtdlsssei (5.9) 0.= 0. Pybris-
tédvidesd aritmetiikassa .= 4 = 4y = 0.



6. TAYLOR-SARJAN ANALYYTTINEN KEHITTAMINEN

Algoritmin laskutoimitusten lukumiiérdm kasvaessa
on yhd vaikeampaa saada selville Taylor-kehitelmin
kertoimia. Algoritmin rakennetta analysoimalla on
kuitenkin mahdollista laskea analyyttisesti ylei-
8id lausekkeita kertoimille.

Kaikki algotitmit muodostuvat alkeislaskutoimi-
tuksista, joissa Jjokin operaatio kohdistetaan kor-
keintaan kahteen operandiin. Olkoon q. erddn las-
kutoimituksen tulos. T&dll8in

qn = Qn(Q.i,Qj) 9 (6.1)

missd Q. tarkoittaa yleenséd yhteen-,vdhennys-, ker-
to- tai jakolaskua. Se saattaa tarkoittaa mybs po-
tenssiin korotusta, logaritmin ottoa tms.

Tietokoneessa vastaa yhtdlsd (6.1) pydristysten
vaikutukseata yhtidls

an = Q,(al,aj) (1+e,) , (6.2)

missd e, on laskutoimituksen Q, yksittdinen suhteel-
linen pybristysvirhe.

Merkitsemme absoluuttista kumulatiivista pydris-
tysvirhettd

R, = @7 -q. , (6.3)

jolloin suhteellinen kumulatiivinen pydristysvirhe
voidaan esittdd muodossa

_ R

En
an

X (6.4)
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Jos q, on erityisesti alkuarvo, jolloin q) = q.(1+e,),
on

R, = q,€, (6.5)
Jja

E,=e, . (6.6)

Myos R, voidaan lausua yksittdisten suhteellis-
ten pydristysvirheiden Taylor-kehitelmédnd

R, = [cue +[C,; e 6+ . (6.7)

Nimitdmme sarjaa (6.7) (R,e)-sarjaksi. Taylor-ke-
hitelmén yksikidsitteisyyden ja yhtdlon (6.4) perus-
teella saamme E.:n ja R,.:n yhtdloissd (5.2) ja (6.7)
esiintyville kertoimille kaikilla kysymykseen tu-
levilla i:n ja Jj:n arvoilla

8, = (—‘;- (6.8)
a . = Saii (6.9)
n.sJ qn

R,.voidaan E,:n tapaan esittdd eriasteisten osasum-
miensa avulla muodossa

R, = RV +RY +{&%) . (6.10)

Lausekkeen Q.(q;,q]) saamme vdliarvolauseen ja
médritelmdn (6.3) nojalla muotoon [4]

Q.(ai,qj) = q.+DuR: +DyR; +iD.uRi R; +D.yR: R;
+5Dnj;R; R; +(R>) , (6.11)

missd D,; on Qn(qi,qj)zn osittaisderivaatta q::n
suhteen pisteessd q, ja D, vastaavasti toinen osit-
taisderivaatta samassa pisteessd. Yhtdldiden (6.2),
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(6.3),(6.10) ja (6.11) avulla saamme

Ry, = D.R +D R} +q.e. (6.12)
Ja

@

R, = DuR{ +D.R; +Inmntn +D.RY R} (6.13)
+1Dnj; RYR] +D.R{ e, +D,R’e, .

Tarkastelemme saatuja tulokeia kaRden pienen esi-
merkin valossa. Varsinaisissa algoritmeissa pdddym-
me differenssiyhtéldihin, esimerkkind tdllaisista
sovellamme teoriaa myShemmin Horner-shemaan.

EsimerRki 1. Suoritetaan laskutoimitus ¢ = a/b,
missd a on tarkka, so. sitd el tarvitse koneessa
pybristdd, ja b:td vastaa koneessa b™ = b(1+e.).
Voimme siis yhtdldn (6.5) perusteella merkitid
RY = RY = 0, RY = be,, R = 0. Kaavojen (6.12) ja
(6.13) perusteella

(1) 1.4

R, FB -E—Hb +ce, = -ce, +Ce_
Ja
RY = RO -2-R+0-grRI R +5rRVRY +gRY e, ~ErRle,

= Ceé,e,—- Ce,e. .

Kaavojen (6.8), (6.9) ja (6.10) perusteella c:n
(E,e)-sarja on

E. = = ,+e.+€. =€, €.+ 0o o

Samaan tulokseen pdddyimme aikaisemmin yhtdlbissi
(5.1), kun otamme huomioon, ettd e, = O.

Esimerkki 2. Olkoon b*=(1ln &} kun a* =a(1+e.).
Bdslld esitetyt kaavat johdettiin kahdelle operan-
dille, mutta niitd voidaan soveltaa yhden operan-
din operaatioihin, kunhan osittaisderivaatat 'toi-
sen' operandin suhteen ajatellaan nolliksi, miki
on luonnollista, koska tédtd ei esiinny laskutoimi-
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tuksessa. Myds tdtd toista operandia vastaava vir-
hetermi ajatellaan nollaksi. T&1l5in saamme
(<) I 1

. Ry, P +ln a - e, = e, +be,

Jja

-%*%;a’e:+%eaeb = -1e§+eaeb .

@
R, = 3

IS

missd e, on logaritmin otossa tapahtuva suhteelli-
nen virhe. J&dlleen pddsemme samaan tulokseen yh-
td15std R, = [1n(a+ae,)] (1+e,)-b, kun kdytéimme hy-
viksi kaavaa 1n(1+e,) = e,-e2/2+{e;) .

Edelld esitetyn analyysin perusteella voimme
myds verrata suhteellisten ja absoluuttisten yksit-
tdisten pybristysvirheiden e, ja r, yhteyttd kumu-
latiivisen pyoristysvirheen Taylor-kehitelmissi.

Operaation Q. aiheuttama yksittdinen absoluut-
tinen pyodristysvirhe voidaan kirjoittaa yhtdloi-
den (6.2) ja (6.11) mukaan muotoon

r,

¥ %
Qn(ql !QJ)en (6.14)
q.e.+D ;R e, +D Rje . + ...

i

Tdten R,:n esityksestd pydtristysvirheiden r; avul-
la, ns. (R,r)-sarjasta

R, = Zﬁﬁrieghmgr;:j+(r0 (6.15)
saadaan
R, = [d.gie.+{e”) . (6.16)

Kun vertaamme yhtdloitd (6.7) ja (6.16), saamme
Taylor-kehitelmdn ykesikdsitteisyyden nojalla i:n
kaikilla arvoilla

CiL = qi.dn.';. . (6‘17)
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Kaavan (6.8) perusteella
ani= qhdg . (6.18)
Ndin olemme selvittdneet (E,e)-, (R,e)- ja (R,r)-

sarjojen ensimmiisém asteen termien vidliset yhtey-
det.



7. TAYLOR-SARJAN KERTOIMIEN MAXRITTAMINEN
TIETOKONEOHJELMALLA

Kertoimienlaskualgoritmi L

Laskualgoritmien laajetessa alkaa myts Taylor-
sarjan analyyttinen kehittéminen tuottaa vaikeuk-
sia, koska saadut differenssiyhtdlst monimutkais-

tuvat. Voimme kuitenkin so-

Qn 8n T veltaa analyyttistd teoriaa
Qu g At tietokonealgoritmiin, jonka

Qs 0 |

avulla Taylor-sarjan ensim-
médisen asteen kertoimet voi-
daan laskea kullekin alkuar-
vojoukolle erikseen varsin
: i vaikeissakin algoritmeissa.
q, | 0[O K Kertoimienlaskualgoritmi
: L perusjuu yhtdlssn (6.12).
Algoritmin ldhtSkohtana on
kaikkien alkuarvojen ja yk-
kuva 5 sittdisten laskutoimitusten
tulosten g, visminen pinoon
niiden esiintyessi ensimmédis-
td kertaa. N&in syntyneen pinon (q,, Q,seee, a.)
kukin elementti on siis joko alkuarvo tai tulos
operaatiosta, joka on kohdistunut yhteen tai kah-
teen pinossa alempana olevaan elementtiin. Ajat-
telemme kuhunkin elementtiin q,, n = 1,...,N,1iit-
tyvén R,:n ja e,:n kertoimet ¢, ja n, siten, ettd
ehto

o q; Dy O %

qQ, [|0]|O

)

R, = anRn+anen £7:8)

on voimassa.
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Aluksi toteutamme yhtdldn (7.1) asettamalla Q,=1,
Qn =0, n X jan.a =0, n = 1,2,...,§c. Olkoon
an = Qu(q:,q;), missd 1 > j. Yhtdlon (6.12) mukaan
tiytdmme yhtdlén (7.1) ehdon mybs sijoittamalla nyt
Que—0, Qie=D,i, Qj«Dnj Jja Nue-qu. TdmA tilanne on
esitetty kuvassa 5.

Seuraavaksi nollaamme pinossa ylimp&dn&d olevan
nollasta poikkeavan Q,:n eli Qi :n. Jos esimerkik-
i q: = Qi(q;,91), on timé nollaus kaavan (6.12)
mukaan mahdollista asettamalla Qj<— Q;+Q:iD:i;,

Qv «——Q:D;y ja ni<-—qq:. Néin jatketaan Q.:ien nol-
laamista edeten pinossa alaspdin, kunnes koko pi-
no on kayty lédpi, so. Q.= 0, n = 1,2,...,N. Ehto
(7.1) on koko ajan voimassa, joten lopputuloksena
saadaan yhtdloiden (6.7) ja (7.1) sekd Taylor-ke-
hitelm&n yksikdsitteisyyden nojalla n -sarakkeeseen
(R,e)-sarjan ensimmiisen asteen kertoimet.

Voimme todeta, ettd algoritmin edistyessd 7. py-
syy nollana, kunnes Q, otetaan nollattavaksi. T&dl-
16in n, :n arvoksi tulee Q.q.. Mik&li jétdmme tés-
gd vaiheessa kertomatta q,.:114, saamme yhtdldn (6.17)
perusteella”n -sarakkeeseen (R,r)-sarjan kertoimet.
Voimme siis poistaa operaatiot ¢, «0, n.<-Q.q. ja
samalla koko n-sarakkeen, jolloin algoritmin pd&t-
tyessd Q-sarakkeessa on (R,r)-sarjan kertoimet.
Algoritmissa L vastaa Q,-kenttdd kenttd COEFF(n).

Algoritmin L 1.osassa luotavan pinon I:s tietue
on muotoa

| VALUE(TI) [TF[operimiorera)) COEFF(I) | .
Kentédssd VALUE on algoritmin alkuarvon tai las-

kutoimituksen tuloksen TYPE | operaation laatu
arvo qy, TYPE ilmoittaa

operaation Q; laadun 1 | alkuarvo
viereisen taulukon mu- 2 | negatointi

kaan, OPER1 ja OPER2- 3 yhteenlasku
kentissd on linkit ope- 4 | vihennyslasku
randeja vastaaviin tie- 5 | kertolasku
tueisiin ja COEFF-kent- 6 | jakolasku
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tdin lasketaan kertoimet kuten edellid esitettiinm.
TYPE- ja OPER-kenttien avulla pystytddn laskemaan
tarvittavat osittaisderivaattojen arvot.

Kun q, liittyy laskualgoritmissa laskutoimituk-
seen, siihen viitataan algoritmiesa L kentédn QI
avulla, joka sisdltdd linkin q, :n viimeksi lasket-
tua arvoa vastaavaan tietueeseen (ko. tietueen pi-
noindeksin). Seuraavassa kutsutaan QI:td muuttu-
jan q; nimikkeeksi.

Algsoritmi & (KEumulatiivisen pydristysvirheen Tay-
lor-sarjan kertoimien lasku). Algoritmi L jakau-

tuu kahteen osaan. Mielivaltainen laskualgoritmi,
‘algoritmi A', suoritetaan kokonaisuudessaan kdyt-

tden osaa 1, joka luo tarvittavan tietuepinon. Pi-
nolle on varattava tilaa vidhintddn niin monelle tie-
tueelle kuin algoritmissa A on alkuarvoja ja lasku-
toimituksia yhteensd. Pinoindeksi I on pinon pohjal-

ta lukien ensimmiisen vapaan tietueen Jjdrjestysnu-
mero. Osassa 2 lasketaan tuloksen q,. (vastaava pi-
noindeksi N) kumulatiivisen pybristysvirheen Taylor-
kehitelmin ensimmiisen asteen kertoimet osassa 1 muodos-
tetin:ctietnepinon avulla. D1 on Q, :n osittaisderivaatta
ensimmdisen ja D2 toimen: operandin suhteen voimas-
saolevalla pinoindeksin K arvolla. Huom. q.:n ei
vdlttédmidttd tarvitse olla algoritmin A lopputulos.

Algoritmi L, osa 1.

L1. [Pinoindeksin alkuasetus.] I<—1.

L2. [Algoritmin A seuraava alkeistoimitus.] Jos al-
goritmi A on pddattynyt, algoritmin L osa 1 pHat-
tyy,—L12. Jos algoritmissa A otetaan kdyttdon
alkuarvo,-=L3. Jos siind suoritetaan negatoin-
ti,—1L4, jos yhteenlasku,—»L5, jos vidhennyslas-
ku,—L6, jos kertolasku,—L7 ja Jjos jakolasku,
—»L8. (Tdm#i algoritmi ei huomioi muita toimituk-
sia, mutta algoritmia voidaan tarvittaessa laa-
jentaa.)
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L3. [Alkuarvo.] (Algoritmissa A otetaan kdyttdson
alkuarvo q: .) TYPE(I)<«—1, VALUE(I)=—q:,—L11.

L4. [Negatointi.] (Algoritmissa A 'q; = -§Q;'.)
TYPE(I)<«2, VALUE(I)«-VALUE(QJ), —L10.

L5. [Yhteénlasku.] (Algoritmissa A 'q: = q;+qc'.)
TYPE(I) <3, VALUE(I)<«VALUE(QJ)+VALUE(QK) ,—~L9.

L6. [Vdhennyslasku.] (Algoritmissa A 'q: = @;-Q«'.)
TYPE(I) <4, VALUE(I)<VALUE(QJ)-VALUE(QK) ,—L9.

L7. [Kertolasku.] (Algoritmissa A 'aq: = q;-q,"'.)
TYPE(I) <5, VALUE(I)<VALUE(QJ)*VALUE(QK),—L9.

L8. [Jakolasku.] (Algoritmisea A 'q. = q; /q.'.)
TYPE(I)<—6, VALUE(I)<VALUE(QJ)/VALUE(QK).— -.

L9. [Linkki 2. operandiin.] OPER2(I)<—QK.
L10. [Linkki 1. operandiin.] OPER1(I)<—QJ.
L11. [Nimike kuntoon.] QI<I, I<«I+1,—L2.

Algoritmi L, osa 2.

L12. [COEFP-kenttien alkuasetus.] Nollaa kentidt
COEPF(K)’ K = 1,2,!.!,N-10 COEFF(N)‘_1, K“_H-

L13.[Tyyppivalinta.] Mene askeleeseen LX, missid
X = 13+TYPE(K).

L14. [Alkuarvo.] —L21.

L15. [Negatointi.] COEFF(OPER1(K))<—60EFF(OPER1(K))
-COEFF(K), COEFF(K)«—0 (koska negatointi on
tarkka toimitus), —>L21.

L16. [Yhteenlasku. Dle1, D2<«—1, —>L20.
L17.[Vidhennyslasku.] Dle1, D2« -1, —L20.

L18. [Kertolasku.] D1«-VALUE(OPER2(K)),
D2«VALUE(OPER1(K)), —L20.

L19.[Jakolasku.] D1<1/VALUE(OPER2(K)),
D2«— -VALUE(OPER1(K))/VALUE(OPER2(K)) #%2.
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L20. [COEFF-kenttien kidsittely.]
COEFF(OPER1(K) ) «—COEFF(OPER1(K) ) +D1*COEFF(K) ,
COEFF(OPER2(K) ) «~COEFF(OPER2(K) ) +D2#COEFF(K) .

L21. [Indeksin vihennys.] K<«K-1. Jos K> 0, —L13.

L22. [Sarjatyypin valinta.] (Jos halutaan (R,r)-sar-
jan kertoimet, algoritmi loppuu t&hén.)
COEFF(K)<«-COEPF(K) #VALUE(K), K = 1,2,...,N.
(Jos halutaan (R,e)-sarjan kertoimet, algorit-
mi pddttyy tdhdn.) COEFF(K)<«—COEFF(K) /VALUE(N) ,
K=1,2,...,§. Algoritmi L p#dttyy téhén
(COEFP-kentissd on (E,e)-sarjan kertoimet).}

Algoritmia L vastaava FORTRAN IV - aliohjelmaryhmé

Ohjelmoitaessa algoritmia L IBM 7094:11e FORTRAN IV-
kielelld on algoritmiin vield tehty lisdys: mikdli
laskutoimitus on varmasti tarkka, se huomioidaan oh-
jelmassa vaihtamalla TYPE- kentdn etumerkki miinuk-
seksi. TH11l6in tulevat kysymykseen tapaukset, Jjoissa

- operaatio on negatointi (ei merkitystd, kos-
ka kerroin nollautuu joka tapauksessa)

- yhteen- tai vdhennyslaskun operandi on nolla

- kertolaskun operandi tai jakaja on itseis-
arvoltaan yksi

- lopputuloksen arvo on nolla.

Tdmd tieto saattaa olla tarpeellinen médrdttidessd
kumulatiivisen pydristysvirheen jakautumaa, koska
erdissd algoritmeissa (esimerkiksi matriisin kdédn-
nossd) nditd tapauksia on ratkaisevasti enemmin
kuin satunnaisuuden perusteella voitaisiin olettaa.

Lisdksi ohjelman avulla voidaan 'ma&drdtd' tietty
laskutoimitus tarkaksi tai epdtarkaksi, jolloin
edelld luetelluilla tapauksilla ei ole vaikutusta
TYPE-kentdn etumerkkiin.
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FORTRAN-ohjelma on ryhm# aliohjelmia, jotka on
liitetty yhdeksi monihaaraiseksi function-aliohjel-
maksi, jotta tietuepinon tilanvarausta ei tarvitsi-
si mdiritelld uudelleen jokaisen algoritmin A al-
keistoimituksen aikana. Seuraavassa esitelldidn té-
hin aliohjelmaryhméén, 'ryhmdén L' kuuluvat alioh-
jelmat.

Nimikkeet QI, QJ, QK,ja QN ovat kokonaismuuttu-
jia. Er#issd kutsuissa esiintyvilld kokonaismuut-
tujalla K ei ole merkitystd; sen arvoksi tilee nolla.

Ryhmén L aliohjelmat

LBEGIN Kutsu: XK = LBEGIN(VALUE,TYPE,OPER1,0PER2,

COEFF,M)

Kutsun on esiinnyttdvd pidohjelmassa en-
nen muiden ryhmdn L aliohjelmien kutsuja. Alioh-
jelmaryhmid saa tiedon taulukoiden VALUE(M),TYPE(M),
«e.,COEFP(M) sijainnista. Pinoindeksille I anne-
taan alkuarvo 1.

TYPE, OPER1 ja OPER2 ovat pddohjelmassa miidri-
teltyjd kokomais+, VALUE ja COEFF reaalilukutaulu-
koita. Kokonaisluku M ilmoittaa kaikkien taulukoi-
den ulottuvuuden.

LNAME Kutsu: QI = LNAME(VAL) '

Kaikki algoritmin A alkuarvot on ilmoitet-
tava tdlld kutsulla ryhmdlle L. Alkuarvon, reaali-
luvun VAL, nimikkeeksi asetetaan QI. Alkuarvoe kat-
sotaan epdtarkaksei, so. siihen liittyy pydristys-
virhe (TYPE(QI):ksi tulee +1).

LNAMEX Kutsu: QI = LNAMEX(VAL)
Kuten LNAME, mutta alkuarvo katsotaan tar-
kaksi (TYPE(QI):ksi tulee -1).

LNEG Kutsu: QI = LNEG(QJ)
Muuttuja, jonka nimike on QJ, negatoidaan.
Negaation nimikkeeksi asetetaan QI.
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LADD Kutsu: QI = IADD(QJ,QK)
Muuttujat, joiden nimikkeet ovat QJ Jja QK,
lasketaan yhteen. Tuloksen nimike on QI.

LADDX Kutsu: QI = LADDX(QJ,QK)
Euten LADD, mutta laskutoimitus katsotaan

aina tarkaksi.

LADDN Kutsu: QI = LABDDN(QJ,QK)
Kuten LADD, mutta laskutoimitus katsotaan

aina epdtarkaksi.

LSUB Kutsu: QI = LSUB(QJ,QK)
Muuttuja, jonka nimike on QK, vdhennetdén
muuttujasta, jonka nimike on QJ. Erotuksen nimike

on QI.

LSUBX Kutsu: QI = LSUBX(QJ,QK)
Kuten LSUB, mutta laskutoimitus katsotaan

aina tarkasksi.

LSUBN Kutsu: QI = LSUBN(QJ,QK)
KiiTen LSUB, mutta laskutoimitus katsotaan

aina epdtarkaksi.

LMUL Kutsu: QI = IMUL(QJ,QK)
Muuttujat, joiden nimikkeet ovat QJ ja QK,
kerrotaan keskenddn. Tulon nimike on QI.

LMULX Kutsu: QI = IMULX(QJ,QK)
Kuten LMUL, mutta laskutoimitus katsotaan
aina tarkaksi.

LMULN Kutsu: QI = LMULN(QJ,QK)
Kuten ILMUL, mutta laskutoimitus katsotaan
aina epdtarkaksi.

LDIV Kutsu: QI = LDIV(QJ,QK)
Suoritetaan jakolasku. QJ on jaettavan,
QK jakajan Jja QI osamdidridn nimike.

LDIVX Kutsu: QI = LDIVX(QJ,QK)
Kuten LDIV, mutta laskutoimitus katsotaan
aina tarkaksi.
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LDIVN Kutsu: QI = LDIVN(QJ,QK)
Kuten LDIV, mutta laskutoimitus katsotaan
aina epdtarkaksi.

LEND Kutsu: K = LEND(QN)

Muuttujan, jonka nimike on QN, (R,r)-sar-
jan kertoimet lasketaan kenttiin COEFF(1) ,COEFF(2),
«e.,COEFF(QN). COEFF(QN+1) =...= COEFF(M) = 0.

LREL Kutsu: K = LREL(GOEFIC,M)

Edeltdvdssd LEND-kdskyssi mainitun muuttu-
jan (nimike QN) (E,e)-sarjan kertoimet lasketaan
kenttiin COEFIC(1) ,COEFIC(2)y...,COEFIC(QN).

COEFPIC on piddohjelmassa midiritelty reaaliluku-
taulukko, jonka ulottuvuus on M. Vol olla myos
COEFIC = COEFPF.

LABS Kutsu: K = LABS(COEFIC,M)
Kuten LREL, mutta COEFIC-taulukkoon tule-
vat (R,e)-sarjan kertoimet.
Jos LEND-kusams seuraa . sekd LREL- ettd LABS-kut-
su, ei ndistd ensimmiiiselle saa olla COEFIC = COEFF.

Itese aliohjelmaryhmi L on esitetty liitteessd.
Esimerkkind sen kdytéstd ohjelmoimme pienalgorit-
min a*-¢* = (a+¢)*(a-c). Olkoon muuttujan VA ar-
vo a ja muuttujan VC arvo c¢. THll5im saamme a’-c™:n
(E,e) -sar jan kertoimet kenttiin COEFF(1) ,COEFF(2),
«e+,COEFP(Q) esimerkiksi ohjelmalla

INTEGER T(10),01(10),062(10),A,C,Q
REAL ¥(10) ,COEFF(10) '
LBEGIN(V,T,01,02,COEFF,10)
LNAME(VA)

LNAME(VC)

IMUL(LADD(A,C) ,LSUB(A,C))
LEND(Q) +LREL(COEFF, 10)

H O Q P> -
]
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Aliohjelmaryhmén L muodostama rakenne arvoineen
ohjelman suorituksen jilkien on esitetty kuvassa 6,
kysymysmerkilld merkittyjd kenttid ohjelma ei ole
kdsitellyt.

indeksi , V T0102COEFF, nimikkeet

10 I e

6 L ;. ]

5 BBl 1 -

¢ [ W LT |

3 :. a+c 'l' ! 1 i {""“"“EQ
I w20 - S— e
O N 1 N — Fla

kuva 6

Yksikkohdiriton menetelmi

Algoritmin L varjopuolena on, ettd sen kdytto
vaatii paljon muistitilaa, koska jokaiselle algo-
ritmin vdlitulokselle on muodostettava oma tietu-
eensa. Tilan sddstédmiseksi voidaan kdyttdd profes-
sori Tienarin esittidmdd yksikkthdiridn menetelmiad',
joka puolestaan kdyttdd runsaasti enemméin koneaikaa,
koska algoritmi on t&1186in laskettava ldpi kerran
Butakin yksittdistd pybristysvirhettd kohden. Yk-
8ikkthdirion menetelmdd varten ei voida luoda ryh-
mid L vastaavia yleisiid aliohjelmia.

YksikkShdirion menetelmin periaatteena on, ettd
algoritmin tuloksen g, 'tarkka' arve lasketaan kak-
sbistarkkaa aritmetiikkaa kdyttden, jolloin voidaan
asettaa yhtdlossd (5.2) E, = 0. Témdn jdlkeen an-
netaan vuorollaan kullekin yksittdiselle suhteel-
liselle pydristysvirheelle suuruusluokkaa b™ oleva
arvo. Kun algoritmi lasketaan 'vuorossa'oleva vir-
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he e; huomioon ottaen uudelleen ldpi, saadaan tu-
loksekei q. Koska muut yksittdiset virheet dvat
nollia, saamme yht#ldén (5.2) muotoon

EN = 8u.e, . (7'2)

Tieddmme, ettd E, = (q5-q.)/qn. Samoin tiedém-
me e;:n suuruuden, joten kaavan (7.2) perusteella
voimme ratkaista a,;:n kaavasta

a,.= gﬁ:%? . (7.3)

Vastaavalla tavalla saadaan a,; ratkaistuksi kai-
killa i:n arvoilla.

Esimerkkind yksikkthdiridn menetelméistd ohjelmoim-
me jdlleen pienalgoritmin a*-e¢* = (a+c)°(a-c). ER-
muuttujan arvona on suuruusluokkaa b™* oleva luku,
ja virhekertoimet tulevat muuttujien COEFF(1),...,
COEFF(5) arvoikei (haluttaessa ne voitaisiin tulos-
taa heti kun kukin niistd on laskettu). Taulukko
E ajatellaan valmiikei nollatuksi.

REAL COEFF(5)

DGUBLE PRECISION A,C,QA,QC,QX,QN,E(5)
QX = (A+B)#*(A-C)

QXER = QX=#ER

DO 10 I =1,5

E(I) = ER
QA = Ax(1.4E(1))
QC = C*(1.4E(2))

QN = (QA+QC)*(1.4E(3))%(QA-QC)%(1.4E(4))=%(1.4E(5))
COEFF(I) = (QN-QX)/QXER
10 E(I) = 0.

Algoritmin L Ja yksikkOhéiridn menetelmin anta-
mat tulokset ovat likimain yhtd tarkkoja tarkkuu- -
den vihentyesséd laskutoimitusten lukumiérdin kasvaes-
88. Mikdli tdmd tarkkuus ei riitd, voidaan algorit-
mi L ohjelmoida kiyttédmidn kaksoéistarkkaa aritme-
tiikkaa, jolloin lasketut arvot ovat ratkaisevasti
tarkempia.



8. PIENALGORITMIT a*-c” :N LASKEMISEKSI

Esimerkkind pydristysvirheen Taylor-sarjan kédy-
tostd pyrimme selvittédmiddn sen avulla, kumpi lau-
sekkeen a®>-c? kahdesta mahdollisesta laskutavasta,

Te a’-¢c®> = (a+c)+(a-c) (8.1)
val

2. a*-¢” = a-a-c-c (8.2)

on edullisempi.

Algoritmien yksinkertaisuuden vuoksi voimme las-
kea niiden Taylor-sarjat luvussa 5 esitetylld taval-
la. Td116in

1. ((a*+e™)" «(a*=c*)" )"
{la(t+e,)+c(1+e. )] (1+e,) [a(1+e,)-c(1+e.)] (1+e,) ]} (1+e,)
= a‘-c*+2a'e,-2c%¢ +(a’~c?) e +(a-c")e,+(a’ -C)e, + (e*) (8.3)

(&= c’)(1+-€-ﬁ-;oa -#‘s;e +e, +e, +e + (&%)
= (a-c)(1+E,)

Ja
2. ((a*-a*)* =(c"+e™)")"
= {@(1+e,)a(1+e,)] (1+e,)=[c(1+e )c(1+e. )] (1+e.)} (14e,)
= @a'-c*+2d'e~2c"e +a’e,~C’e, +(8'-c*) e, +{e*) (8.4)

(a-f)ﬁ+%%% 4ﬂe+gym =6, +e, + {e?)
(a'=c*) (1+E, ) g T "

missd e, ja e. ovat alkuarvojen a ja c pydristys-
virheitd, e,,e. ja e, tulon sekd e,,e, ja e, sum-
man tai erotuksen pydristysvirheitd. Edelld (kuva 6)
totesimme tapauksessa 1 algoritmin L johtavan sa-
maan Taylor-kehitelmiddn kuin (8.3).
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Oletamme, ettd |a|> ¢/, mikd ei ole oleellinen
rajoitus. Jos tarkastelemme suurimpia mahdollisia
virheitd, saamme

max(E,) = (22 4z8543) -max(e) ,  (8.5)
max(E,) = (22t gioo+1) ‘max(e) , (8.6)

missd max(e) tarkoittaa suurinta mahdollista yksit-
tdistd pydristysvirhettd. Esimerkiksi pydristévéds-
sd aritmetiikassa, jossa pybristykset suoritetaan
laskutoimituksen jdlkeen, on yhtdldiden (3.17) jJja
(4.3) perusteella max(e) = iub.

Yhtdlsiden (8.5) ja (8.6) perusteella max(E,)<max(E,)
eli tapa 1 on edullisempi, kun

2|a? -¢? < a*+c¢? (8.7)

eli, koska [al >|c| , kun
|§| <v¥3 =~ 1.7302 . (8.8)

Jos pyrimme gelvittédmiin, kumpi laskutavoista
on suuremmalla todenndkdisyydelldé edullinen, mei-
ddn on tarkasteltava virheiden odotusarvoja ja va-
riansseja. Kaavojem (5.8) ja (5.9) perusteella

E(E,) = 2ua+2pstpr (8.9)
E(E,) = 2u+ps+pr (8.10)
D(E,) = 4%3;%TF o 4202 +02 (8.11)

4 4
D'(E,) = 4%?‘%7@”;%;%,?0: . (8.12)

Yksinkertaistamme tehtdvdd olettamalla, ettd
aritmetiikka on pydristdvd, jolloin E(E,) =E(E,) = 0.
Tapa 1 on tdll¥in edullisempi, kun D'(E,) < D*(E,) eli

(a*-¢?)*a’ < 2a*c¢’c? . (8.13)

Kun |al=~|c|, on a*=¢*= 0 ja tapa 1 on edullisem-
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pi. Muulloin, ellei (al» el , on o} ~ 6. T#lldin
tapa 1 on kaavan (8.13) mukaan edullisempi, mik&li

|E

Kun ain ja c:n eksponenttien erotus on>t, on
(a*zc*)* = a* . (8.15)

Myts eksponenttien erotuksen arvolla t yhtdld
(8.15) on voimassa, kunhan c:n mantissan itseis-
arvo <3%. Koska a:n mantissan itseisarvo on kaa-
van (2.6) mukaan <1, voimme todeta yhtdlsn (8.15)
olevan voimassa aina, jos

s -1-15-; = 2v° . (8.16)

[l ~ 5

Cc

Laskutapa 1 supistuu siis t&d116in muotoon a*a. Ta-
vassa 2 voimme vastaavasti korvata c:n nollalla,
jos

2]~ a2, > @ = vt . (8.17)

Koska 2:b°'>V2.b”, kun b22 ja t =1, riittdd ehto
(8.16) molemmissa tavoissa takaamaan, ettwi c:11l&d
ole vaikutusta lopputulokseen. Kaavoissa (8.3)

ja (8.4) tém# merkitsee, ettd c,e,,e, ja e, voi-
daan korvata nollalla, jolloin laskutavat pdatyvat
samaan tulokseen eikd siis kumpikaan ole toistaan
edullisempi.

Saatujen tulosten testaamiseksi laskettiin a®-c”:n
arvoja satunnaisilla a:n ja c:n arvoilla. Tulosten
luetteloimiseksi ne jaettiin |a/cl:std riippuviin
luokkiin, vdlilld [1,2) toiseksi merkitsevimmén ja
valills [2,100000) merkitsevimmin (desimaali)nume-
ron perusteella. Kussakin luokassa suoritettiin
noin 300 laskutoimitusta kummallakin tavalla. Kaik-
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ki laskutoimitukset suoritettiin binddriaritmetii-
kassa (b = 2) viidelld erilaisella numeroiden lu-
kumidrilli (¢ = 5,10,15,20 ja 25).

Testin tulos on histogrammana kuvassa 7, jossa
abskissana on la/cl:n arvo ja oordinaattana prosent-
tinen osuus suoritetulista laskutoimituksista. Ehed
viiva ilmaisee, monessako prosentissa tapa 1 oli
parempi ja katkoviiva vastaavan prosenttiméddrdn ta-
vasta 2. Lopuissa tapauksissa twlos 0li molemmil-
la tavoilla laskettuna sama. |a/c|:n edelld mai-
nitut arvot v2-b” ja 2b° on merkitty histogrammei-
hin pystyviivoilla.

Voimme todeta tavan 1 todella olevan edullisem-
pi, kun la/cl s 2. Mitd léhempind lal ja lc| ovat
toisiaan, sitd todenndkdisempdd on, ettd laskuta-
vat 1 ja 2 johtavat eri tukoksiin. Kun |a/cl > 2,
el suoritetun testin perusteella voida sanoa, ettid
tapa 2 olisi merkittédvidsti parempi.

Samaan tulokseen pHidtymisen todennikdisyys py-
syy la/cl:n kasvaessa likimain vakiona aina rajaan
V2.b” asti. Timdn jélkeen alkaa olla yhi todennd-
kbisempdd, ettd laskutavat antavat saman tuloksen.
Kuten kaavan (8.16) perusteella voitiin odottaa,
ei eridvid tuloksia saatu, kun |a/c| oli >2v°.



9. HORNER=SHEMA

Taylor-kehitelméin analyyttinen méérittéminen

Horner-shema on algoritmi, jolla lasketaan po-
lynomin

p=ax"+ax ... +a,x+a, , 8, #0, (9.1)

arvo pisteessd x. Se kirjoitetaan tavallisesti
muotoon [4]

q,

Q.
Kun hajoitamme algoritmin (9.2) ykesittdisiin las-
kutoimituksiin, saamme sen muotoon

a.
an"‘an-i, n = 1,0-0’N .

(9.2)

Qoo = 8o
q.n.*l = an-l.a (9-3)
q_r\,a. = a, +Qn.l [ n= 1 g ,N .

Sovellamme tih&n algoritmiin analyyttistd menetel-
mdd kumulatiivisen pydristysvirheen Taylor-sar jan
kertoimien laskemiseksi.

Kaavan (6.12) perusteella saamme

6}

R,, = Q...X€, +XR,,,+Q..€0,
(9.4)

Ra» = 8.e, +R\+Q.u€0 ,
missd e, on x:n ja e, a,:n pydristysvirhe sekd e,,
ja e,,n:nnen iteraatiokierroksen kerto- ja yhteen-
laskun pydristysvirheet.
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Sijoittamalla yhtdloistd (9.4) edellinen jédlkim-
miiseen saamme ensimmidisen asteen differenssiyh-
tdlom

“) 1)
R,, = XR,.,+XQ. .:€x +8.€, +Xq,..,€,,+0. €. » (9.5)

jonka alkuarvona on Ro, = a,e, eli a,:n absoluutti-
nen pydristysvirhe.
Muotoa

X, = ax,4b, , X, = b, (9.6)
olevan differenssiyhtdlon ratkaisu on [4]

- 1?,":?"';"& ; (9.7)

joten saamme differenssiyhtdlén (9.5) ratkaisuksi

;xn-u!q._‘ 2@, ;xﬂ--l.atae +£xu t1q -1.2€i4 (9-8)
+£x“ Qia@®:ia n = 2yecerN .

Vastaavasti saadaan

1)
R., = xq“e,ﬂ:a,e +xq,.e“

R, Lx“”qme, +le ‘ae; +ZI""€1.u°n -(9.9)
+txﬂ-q|.'z ti ] n = 2,.-0’N ®

Tarkastelemme erityisesti algoritmin lopputulok-
sen p = q,, pydristysvirhettd R,,. Otamme kdyttdon
merkinnidt

o = x"-ia'

t

pi= ) oy (9.10)
):(I—J)u

Merkinn#lld «, takoitamme siis polynomin p (N-i):nnen
asteen termid ja ;;:114 (N-i):nnen ja sitd korkeam-
man asteen termien summaa. EKun toteamme, ettd

=£'9,J-x“~j , (9.11)
Jtd
saamme (;:1le myos lausekkeen

B = 2, . (9.12)
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Erityisesti

Py = P (9-13)

Polynomin p derivaatan p' arvo on

p' = Na,x"+(N-1)a,x"+ ... +2a.x+8,,. (9.14)

Huomaamme, ettd ), on polynomin xp' (N-i):nnen ja

sitd korkeamman asteen termien summa, erityisesti

Yoo = X' & (9.15)

Voimme lausua y;:n myds muodossa

Vi= L)+ [ (T-3)05 = (W-1)p, +4Fp; , (9.16)
e Jo

i

erityisesti

yN = yN_q = :Z:p" = Ex“-'w‘qi,-‘!.a . (9.17)

Saamme yhtdlén (9.8) yhtdlsiden (9.10), (9.12)
ja (9.17) avulla muotoon

)

Rus= W& +foc;ea +_)fp;,.e;..+i pe. s Nz22, (9.18)

josta yhtdldon (6.4) perusteella saamme polynomin p
(E,e)-sarjaksi

1) N N ¢
E,= %e, +£—°-‘*e -1-2:-%.&19‘;,-1{-4%'&9-,,ql , N22 . (9.19)

i
= P =1 ind

Kaavojen (5.8) ja (5.9) mukaan saamme E{, :n odotus
arvon ja varianssin muotoon

E(E)) = %(v,. +§ot-.)y,\ +L£ %‘pﬂi—%ﬂy, i (9.20)
DUED = (¥ +L0% )0} 4] Boi4) A0t (9.21)

Kun oletamme alkuarvot tarkoiksi ja laskutoimi-
tukset suoritettavaksi kiintedn pilkun aritmetiik-
kaa kdyttéden, jolloin yhteenlaskut ovat tarkkoja,
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on yhtédldesd (9.18) e, = e; = e;,=0, 1 =0,...,N.
Kaavojen (6.17) ja (9.12) perusteella saamme yhtd-
16n (9.18) t#lldin muotoon

N2 = EF’H Qi tIN ﬂanx::_l = ;‘xwi .. » (9' 22)

miki on Hamzikuin Henricin saama tulos. [4].

Toisen asteen kertoimet

Myds toisen asteen kertoimet Horner-sheman kumu-
latiivisen pybristysvirheen Taylor-kehitelmédssid
voidaan johtaa analyyttisesti. Kaavojen (6.13) ja
(9.3) perusteella

[ 4] (3] (1) m
R,. = Qn..*0+xR, ., +xe, R, ,.,+q,..,X€, e, +XR,  .€.,

@) (2 @ ( 9.21 )
R,, = 1-0+1+R, +0+a,e,e,. 4R, .€,.

Sijoittamalla ensimmédisen yhtdldn toiseen saamme
ensimmdisen asteen differenssiyhtédlon

@) (&) (1) “)
. = XR,..+xe, R, . +xq,,.€. e, +XR,.,
“)
+a.e.e..+R. e , .

(9.22)

Alkuarvon R:L= 0 avulla saamme sen ratkaisuksi

R,.. {x“"‘“a Ri. 1+Zx"' *'Qi-rn€ e'..+£x" “'Riva s ( )
i=1 9 . 23
f[;“a s.0 2 Rle, ¢ Um Tyeeesl o

i=1

Sijoittamalla tdhdn yhtdldon kaavojen (9.8) ja
(9.9) tulokset saamme

@) e
R.. = a,x"e, (e, +e“)+z;”“1£x q”,e,ﬁ[x”“gjq

+Zx Qa8+ X 'gj.e5.) (e +eu)+2":x"*"qme e,

L=

fo*a e en+;;FTZF““q¢mj,+§}§ajqj (9.24)

+[x""‘ Qj12€;4) e~.4+ xrixs Q}2€;:€019
JH 5:13-1

n=2,...,n L]
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Erityisesti kaavojen (9.10) ja (9.12) perusteella

(03]

R, = x.e, (e, +e,) +£(fpd-..o, +£ o e; +f,ej_1ej.1+z pieis) (e, +e.,)
=1 et

+hi‘p,,e, e;_&éo&;o- e.,+£():pJ e, -l{ocJeJ (9.25)

et e
i N b=
+2: F’j-qej.q) e;,,,-n-z{: B; €.8. o
J=t o1 |=1

Kaavan

N={

ﬁ;c = L9 (9.26)

avulla saamme yhtdldn (9.25) muotoon

n.q. = E(H-J){a.]-iaﬁ +i(n-j)°cj e .J +Z [(I"i)pw‘

i

"'Z [t ’x.L.t'I'Z[(H-i)PL +£ F’i"] e, e,

4{ oe; e “-rifocjeJe.aLm.e €. (9.27)

i=f "0 iw1 =0

+i Z" [ "‘z ;1 ﬁ @ l.\.ej.q.‘?gt éﬁj v _] J‘qei_',_

LB i

+L L piee. , N=22 .,

L= =4

Kaavan (9.10) perusteella

N-1

L(8-)s = L);(x—nock = Z3(-k=1) (B-k)o

(9.28)
= iX P. ’

missd p" on polynomin p toinen derivaatta pistees-
sd x. Kun vield kidytdmme kaavoja (9.16) ja (6.4),
saamme ‘

m

E..= -!—x “‘p"e.e, +Z(!l-;|)-*e,eJ +D% 0.4/ me e,

e e, iép e e,,-n-[[fii- e..e. (9.29)

I,". l

tiJ

+é§% o“oﬁ-l»z ﬁ‘-l-’ J.e“-rzg_% e.e., N22 .

'I.1!
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Kaavojen (9.19) ja (9.29) antamat tulokset p:n
(E,e) -sarjen ensimméisen ja toisen asteen kertoi-
mille on esitetty alla olevassa taulukossa, kun
polynomin asteluku N 2 1.

teki jd kerroin#p | ehto tekijdn | ao. termien
indekseille lukumd&drsd

ey Yu - 1
e; oLy i=20 N+1
8. [3i-1 i:z1 N
e Pi iz=1 N
ey ex $1x2p" - 1 (0, jos N=1)
ey e (N-1)o; 120 N+1
e,e;, Y ies 1% N
e.e,., Wi i=1 N
e.e;, & j>1z20 $(N*+N)
e.e. ol 3>1:0 tali-j>1 3(N* 4+3N)
e..e;, Pi-1 Js d.29 1(N*-N)
e.e. pi 1>3:21 3(N*-N)
e.e. ey J=121 3(N* +N)
e.e. i § =4 =1 3(N* -N)

Voimme todeta ensimmiisen asteen termejd olevan
kaikkiaann3N+2 ja toisen asteen termejd 3N”+4N+2
kappaletta eli toisen asteen termien lukumdidrid on
suurilla N:n arvoilla noin N-kertainen verrattuna
ensimmidisen asteen termien lukum##rdén.

Ensimméisen ja toisen asteen kertoimet edustavat
samaa suuruusluokkaa, mutta e® on suuruusluokkaa

bre.

Jotta toisen asteen termien vaikutus olisi

samaa suuruusluokkea kuin ensimmiisen asteen ter-
mien, olisi siis N:n oltava suuruusluokkaa b°.
T&d116in pydristysvirheet ovat kuitenkin niin suu-
ria, ettei polynomin arvon laskeminen t numeron
tarkkuudella yleensid endd ole mielekédstd tuloksen
epdtarkkuuden johdosta.
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Esimerkkind mainitusta epidtarkkuudesta tarkas-
telemme polynomia p = x", missd N = b*. Koska
8.0=1 j& ﬂ-i,=o, i=1,.I.’H’ on e.‘..‘:O 33

ei,. = @i, = O, i = 1,...,N.

Kaavojen (9.20), (3.23)

ja (4.9) perusteella on E:n odotusarvo katkaise-
vassa aritmetiikassa

“)

E(E.) = %(vut-lﬁ;/s-,.‘pf) = %(Hx"m +(N-1)x"u,)

u§1-b2 _1-b
~ 2N = - p—

Toisistaan riippumattomien satunnaismuuttujien ¢
ja 7 tulon odotusarvolle voimassa olevan yhtélén [2]

(9.30)

avulla saamme Eﬂ;n odotusarvoksi katkaisevassa arit-

E¢n) = E(5)E()
metiikassa
@ __1_
E(EW) = 3
= %(:‘;x"‘N(I-U

X7 P +L puabls +L, ; fit)

f”yi+(n-1)NxﬁayT:(!'g%;n'1)xﬁ£)

2 u§1-b1r - 1[1-‘0 ;
o [ n b 3% -
Alla olevaan taulukkoon on laskettu saatujen
odotusarvo jen arvoja kantaluvun vaihdellessa.

b | E(E], E(E.,
2| -1.44 1.04
8| -3.37 5.67
10 | =3.91 7.64
16 | =5.41 | 14.6
64 | -15.1 | 115

Kuten odotimme, edustavat E(E.,) ja E(E.,) samaa suu-
ruusluokkaa, ja niiden arvot ovat niin suuria, et-
td virheen odotusarvo varsinkin suurilla kantalu-
vun arvoilla on moninkertainen itse polynomin ar-

voon verrattuna.



w 4h »

Polynomille p = x", missd N = 1b*"', saamme vas-
taavaksi taulukoksi

b | E(E.) | E(EU
2 -0.36 0.07
8 -0.21 0.022
10 -0.19 0.019
16 -0.17 0.014
64 -0.12 0.0045

Toisen asteen termien vaikutus on jo selvidsti en-
simmidisen asteen termien vaikutusta pienempi, mut-
ta virheen odotusarvo on vield varsin suuri.

Saatu tulos vahvistaa yhtdldssd (5.4) esitettyid
kdsitystd, Jonka mukaan toisen ja korkeamman asteen
termeilld ei ole kdytdnntsséd merkitystd kumulatii-
vista pydristysvirhettd tarkasteltaessa.

Nollakohtien ldhekk#isyyden vaikutus kertoimiin

On tunnettua, etti polynomin nollakohtien suh-
teellinen ldhekkdisyys vaikuttaa heikentdvédsti po-
lynomin arvon laskutarkkuuteen. Tutkimme seuraa-
vassa tdtd ilmistd Taylor-kehitelmin (9.19) kertoi-
mien avulla.

Polynomin p (9.1) kerroin a; voidaan lausua nol-
lakohtien 2z;, j = 1,...,N, avulla muodossa

msagqua%u-%hi-u“”m(mm)

missi summattavien tulojen tekijoind ovat kaikki
mahdolliset i nollakohdan kombinaatiot, jolloin
K =N!/(1'(N=-1)!).

Tarkastelemme nyt polynomia p, jonka nollakoh-
dat ovat z; = z;+M, j = 1,...,N, ja jolle

p(x) = p(x+M) = p(x) . (9.32)
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T8116in

P(X) = 8.[(x+M)=(z, +M)] ¢ o [(x+M) (2, +M)]
- = (9.33)
= 8, (x-2,)°+(x-2,) = %}’(1) )

i, = a, (9.34)
ja kaavan (9.31) mukaan
Bi== a,(=1) [1(g+M) -« (g +m)] . (9.35)

Kun M kasvaa itseisarvoltaan riittdvidn isoksi, ovat
Zj:t, ¥ ja M samanmerkkisié. |M|:n kasvaessa edel-
leen kasvaa myds

Fﬁil' IE"I. el L( 1z, +Mlse 15,—,+n|11x+m""" (9.36)

P Ip!

i=1,...,N, sekd |%/p|= |a,|/x+¥4]"/ Ip! .

Summan ja sen suurimman jédsenen itseisarvot
edustavat yleensi samaa suuruusluokkaa, joten voim-
me odottas mybs [B:/Pl:n ja |V./pl:n ja siis kaik-
kien E\:n lausekkeessa (9.19) esiintyvien kertoi-
mien kasvavan |M|:n kasvaessa.

Nollakohtien arvot ldhestyvidt toisiaan suhteel-
lisesti |M/:n suuretessa, mutta my8s [x:t kasvavat,
joten on syytd tarkastella nollakohtien origosta
mitattujen absoluuttisten etdisyyksien vaikutusta
kertoimiin.

Ajattelemme kaikkien x-koordinaattien tulevan
kerrotuksi kertoimella k y-koordinaattien pysyes-
sd ennallaan. T#ll6in polynomia p vastaa polynomi
p, jolle

p(x) = p(kx) = p(x) . (9.37)
Yhtdlsn (9.31) mukaan

& = &, (=1) jz(ksj,“-klj,.) = &4, 121,000, (9.38)
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Tdlloin

Nh

B(R) = [a.5 =] 2 k' e x"x = Bp(x), (9.39)

L0 [ ]

joten yht#dltiden (9.37) ja (9.38) perusteella

a‘u = kj'"a; ' i = 0,.--,H . (9.40)
Edelleen
&; a, X" kwﬂ‘.. k"-"‘x""‘ o (9.41)

P °F T p TP

ja yhtdléiden (9.10) perusteella myds A/p =p/p. ja
wh=why, 1 =0,...,8§. Kaikki E :n kertoimet pysy-
vdt siis ennallaan mielivaltaisella k:n arvolla.

Mydskdén y-koordinaattien kertominen vakioarvol-
la x-koordinaattien pysyessid ennallaan ei vaikuta
Ei:n kertoimiin, silld kp(x) = ka,(x-2z,)***(x-z,)
eli tédmé kertominen voidaan samaistaa a,:n kerto-
miseen vakioarvolla. Voimme helposti todeta, ettd

i N-L 2
g~ gl s

on riippumaton a,:sta.

Edelld saatujen tulosten perusteella E{.:n ker-
toimet médrdytyvdt yksinomaan x:n ja nollakohtien
arvojen suhteista toisiinsa.k:No2lakphtimn:olles~=-
saveamanmerkkisii Jjar-ldhestyessédrtoirisanvkasva=-
vyat kertoimet -yleenséd itseisarvoltaan.

Tarkastellessamme tietyn polynomin p eri pistei-
t4 ovat erityisen mielenkiintoisia polynomip nol-
lakohtien ohella |x|:n erittdin suuret arvot sekd
piste x = 0. Yleisend huomiona voidaan todeta,
ettd e,.:n kerroin 4A./p on aina yksi.

Jos a; ei ole nolla, o«/p (i = 0,...,N) kasvaa
rajatta x:n ldhestyessi polynomin nollakohtaa. Sa-
malla yleensd myds p./p Jja yi/p kasvavat rajatta.
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Kun |x| kasvaa rajatta, «/p—>1 ja oz;/i;-»o,
i=1,...,, Joten

lim EY, = Ne, +e, 47 e, +) e, (9.43)
18] i=4

ja kertoimet riippuvat siis ainoastaan polynomin
asteluvusta.

Jos a, #0 jaa; =0, j>k, niin x:n léhestyes-
si nollaa o, /p—»1 ja o/p=>0, j # k. Kun otam-
me huomioon, ettd tdlldin e;. =00, J> k, smamme

lim E,, = (N-k)e, +e, +fa-w ’ (9.44)

=it

joten kertoimet riippuvat yainnsmteiluvusta ja in-
deksin k arvosta. Tapaus k = 0, jolloin p = a.x",
on erityisen huomion arvoinen. T#l186in E :n lau-
seke on x:n arvosta riippumatta muotoa

EY, = Ne,+e,+/ €., . (9.45)

i=d

Nollakohtiem lihekkdisyyden vaikutusta tutkit-
tiin kokeellisesti kolmannen asteen polynomin avul-
la, jonka alkuperdiset nol-
lakohdat olivat vHliltd
(=5,5) valitut satunnaiset
pisteet

z, = 0.54756939
z, = 1.9969324

Ja alkuperdinen a,
a, = 3.9603187 .

Alkuperidiselle polyno-
mille (kuva 8) suoritettiin
yhtdlsn (9.32) mukainen
siirto, kun M sai arvot 2",
m=«7,=6,...,6,7. Kulla-
kin m:n arvolla laskettiin polynomin kertoimet a, jn
a, ja a, kiyttden kaavaan (9.31) perustuvaa kertoi-
mienlaskualgoritmia K.

kuva 8
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Algoritmi K (Polynomin kertoimien lasku). Algorit-
mi laskee N:nnen asteen polynomin p = a.x"+a, xX"+...
+a,x+a, kertoimet a.:n ja nollakohtien z,, Z,,...,2,
avulla kdyttden apuvektoria s,, B8,5¢00¢, By

K1. [Alkuasetukset.] s~—2,, 1 = 1,...,N, signe-1,

ie1,

Neitt

K2. [Kertoimen a; lasku.] a;q-aolaignﬂ[w .

K3. [Seuraava kerroin.] Jos i = N, algoritmi pddt-
tyy. Muuten sigh+«i-sign, ie—i+1, Je1.

K4. [Apuvektorin tdyttd.] s; -—2; :f’uk. Jos Jj=N-i+1,

kejrd

—»K2, muuten je—Jj+1, —>K4.1

Saaduille polynomeille suoritettiin my&s yhtdldn
(9.37) mukainen supistus siten, ettd satunnainen
piste x, = 1.0768227 pysyi paikoi}laan kaikilla m:n
arvoilla. T&dll6in k sai kullakin M:n arvolla ar-
von x,/(x,+M). |

Taylor-sarjan (9.19) kertoimia tutkittiin useil-
la eri x:n arvoilla, joille polynomin siirtyessd
suoritettiin vastaavat siirrot. Suoritettu supis-
tus el odotusten mukaisesti valkuttanut kertoimiin.

Joguleerroin Hagatesio
1 "
64 s!a & :::’h.‘
s . €a13,83,¢
ol .
4 -
; % 4
24 b i /
A
g ______ : : egt:'.:z:--—-""_':?\/l / e
:=.§""""‘J"“ [ ) "5 m ‘14-.._."1"-—-— To s .
-14 \ !
\
=14 \"i ]
kuva 9a kuva 9b

Kuvissa 9a ja 9b ndhd#ddn kertoimien itseisarvo-
jen logaritmit tekijoittdin pisteessd x, m:n vaih-
dellessa -T:std T:Hddn. Nollakohtien ollessa eri-
merkkisid eivdt kertoimet muutu oleellisesti. Kaik-
ki nollakohdat tulevat samanmerkkisiksi suunnil-
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leen m:n arvolla kakai,'jol-
loin M = 4, ja alkavat td-
médn Jjdlkeen lihestyd toisi-
aan suhteellisesti, Jjolloin
kertoimien itseisarvot al-
kavat odotusten mukaan kas-
vaa voimakkaasti. Erdiden
kertoimien etumerkki vaih-
tui tarkastelun kuluessa.
Kuvissa 9 merkitsee ehyt
viiva positiivista ja kat-
= 2R ML A koviiva negatiivista ker-

' rointa.

Kuvassa 10 on vastaavas-
ti yht#lsiden (9.20) ja (9.21) misdrittémien E :n
odotusarvon ja varianssin lausekkeiden kertoimet,
Jotka antavat kokonaiskuvan nollakohtien tiivisty-
misen vaikutuksesta Hermer=shsman kumulatiiviseen
pytristysvirheeseen.

Myds muissa tarkastelluissa pisteissd olivat tu-
lokset vastaavanlaisia. Tosin kertoimet alkoivat
kasvaa pienintd nollakohtaa pienemmilld x:n arvoil-
la vasta nididenkin muuttuessa lisdyksen M vaikutuk-
sesta positiivisikei. Témd olikin yhtdldn (9.36)
mukean edellytykseni kertoimien kasvulle.

Vastaava koe suoritettiin mySs viidennentoista
asteen polynomilla, mutta laskentatarkkuus ei riit-
tdnyt luotettavien arvojen saamiseen kertoimille.
Esimerkkind mainittakoon, ettd nollakohtien olles-
sa ldhekkdimmill#sin (m = 7) saatiin polynomin ar-
voksi sen er#déissi nollakohdassa 4.2:10°. Tamikin
tosin omalla tavallaan osoittaa, ettd pybristysvir-
heet kasvavat voimakkaasti nollakohtien ldhestyes-
88 toisiaan.

[} Log..lkarroin'l s,

kuva 10



10. MATRIISIN KAKNTY

Kiddinnettdessd m m-matriisi Gauss-Jordanin mene-
telm#lld (7] otetaan kdyttstn apumatriisine m«m-yk-
sikktmatriisi. Nimd kaksi matriisia yhdessid muo-
dostavat m-2m-matriisin

0] [ ) 18] : le)
8, 8,000 8,,8,,.,0.0. 8,,
101 Ie] 6] ¢ o [0 Tel
( i ) B2 Bneee Bom'Bi,i0e0 L 8aam
A } I = . . . ‘. ' .

£10.1)

. . . L e .
L L] L e ' . L]
()] e

3 (el 1]
d:n Briese B 8o e sit Bpam

miesd af = a;, kun jsm, &} = 1, kun 1 = j-m jJa
a; = 0 muulloin. )
Matriisin k##ntd tapahtuu algoritmin

[

=11 .
a; = dj-g8 , 1=1,...,m, 1#Kk,
e J = k+1 gece ’k+..’
k= 1,-0.,“ (10.2)
[met] a':"'] :
aLjEE*’ i"l,...,!
“ J=ml,...,2m

avulla. Mikidli k:nnella iteraatiokierroksella
aj:lle ei lasketa uutta arvoa, on aﬁ = &% TH#ll8in
saamme kidinteismatriisiksi

Ometl [me1] fm+1
Bt Bypege oo Biom

AT = : . (10.3)

[me1] [med] [t 41
L] mele o o 8,.2m

Alkioiden indckuointij&rjeutjatﬂ sopivasti vaihta-
malla on mahdollista suorittaa kiintédminen tehok-
kaammin, so. saada tulos tarkemmaksi. Seuraavas-
sa tarkastelussa titdi ei ole otettu huomioon.
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Kun hajoitamme algoritmin (10.2) yksittdisiin
laskutoimituksiin, saamme sen muotoon

(qd = & , i=1,...,m, j=1,...,2m
117 [w-11
q’-.n.i = 8Bl 8k
4 qt.ﬂ = q.e 8y i=1 !---sm’iﬁk’
qJ: - u-]‘ a?‘:f: qu? J=k+1,...,k+m k=1, (10-4)
L '-j Lia

th].“ = . a"ﬂ /a;i. 1.1 ’loo'mg j=m+1 9 ...2!![

jossa q:n indekseistd ensimmidinen osoittaa rivii,
toinen saraketta ja kolmas laskutoimituksen vaihet-
ta. Kuhunkin q:hun liittyy tédsmdlleen yksi yksit-
tdinen pybristysvirhe. Pydristysvirheiden lukum#d-
rdksi saamme tyypeittdin

tyyppi lukumddrsg
ev; m.2m

 @ron (m=1) om
e, (m=1) *mem
el (m=1) emem
e’ " m.m .

Kaikkiaan pybristysvirheitd ja samslla ensimméisen-
asteen_terme ji kumulatiivisen pySristysvirheen Tay-
lor-kehitelméissd on 2m’+2m*-m kappaletta.
Taylor-kehitelmiéin kertoimien analyyttinen midd-
rittédminen kullekin kddnteismatriisin alkiolle on
"algoritmin (10.4) laajuuden johdosta varsin hanka-
laa, mutta kokeellisissa tarkasteluissa voidaan
kiyttdd esimerkiksi kertoimienlaskualgoritmia L.
Esimerkiksi 10x10-matriisin arvojen ollessa valmii-
na VA-taulukossa saamme alkion 2.7 (E,e)-sarjan
taulukkoon C1 sek#d alkion 7.2 (E,e)-sarjan tauluk-
koon C2 ja (R,e)-sarjan taulukkoon C3 ohjelmalla

' C MAARITTELYT
REAL VA(10,10),V(2200),C1(2200)
REAL €2(2200),03(2200)
INTEGER A(10,10),T(2200) ,01(2200),02(2200),Q
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C ALKUARVOT
I=LBEGIN(V,T,01,02,C3,2200)
DO 30 I=1,10
DO 10 J=1,10
10 A(I,J)=LNAME(VA(I,Jd))
DG 30.3=11,20"
VAL=0.
IF(J-I-10) 30,20,30
" 20 VAL=1.
30 A(I,J)=LNAMEX(VAL)
¢ ITERAATIOKIERROKSET 1...10
DO 50 K=1,10
DO 50 I=1,10
IF(I-K) 40,50,40
40 Q=LDIV(A(I,K),A(K,K))
DO 50 L=1,10
J=K+L
A(1,J)=LSUB(A(I,J),LMUL(Q,A(K,d)))
50 CONTINUE
C ITERAATICKIERROS 11
DO 60 I=1,10
DO 60 J=11,20
60 A(I,J)=LDIV(A(I,J),A(1,I))
C KERTOIMIEN LASKU
I=LEND(A(2,17) )+LREL(C1,2200)
I=LEND(A(7,12))+LREL(C2,2200)+LABS(C3,2200)

Yksittdisten pydristysvirheiden lukumiédrd kas-
vaa niin voimakkaasti matriisin ulottuvuuden kasva-
essa, ettd algoritmi L on sovellettava kidyttémidin
tukimuisteja, mikdli sitd aiotaan kdyttdd suurialz
matriiseja kiinnettiessi.

Algoritmia L hyviksi kdyttden laskettiin (E,e)-
sarjat symmetrisen 5+5-matriiein A = (a,;) k#dinteis-
matriisin alkioille. Matriisin A satunnaislukual-
kiot olivat neljin desimaalinumeron tarkkuudella
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[ 0.5758 -0.1035 -0.0824 0.1051 =0.2077
-0.1035 0.2601 -0.0850 -0.1125 0.2108
A = |=-0.0824 -0.0850 0.3935 0.0737 =0.1073| .
0.1051 -0.1125 0.0737 0.3049 -0.1401
|-0.2077 0.2108 -0.1073 -0.1401 0.3595]

Kidnteismatriisikei A" = (e¢;) saatiin

-

2.5555 -0.2655 1.0407 -0.4111 1.7821
-0.2655 7.6127 0.2779 0.9140 -4.1777
K'=| 1.0407 0.2779 3.2415 -0.4788 1.2193| .
-0.4111 0.9140 -0.4788 4.2070 0.7235
L 1.7821 -4.1777 1.2193 - 0.7235 6.9063

Saatujen Taylor-kehitelmien suurimmat kertoimet
olivat alkion c., sarjassa virheen e), (eli alkuarvon
a., pydristysvirheen) sekid alkion c¢,, sarjassa virheen
e} (eli alkuarvon a,, pybristysvirheen) kertoimet.
Ndiden molempien arvo o0li 10.7718. Noin kaksi kol-
masosaa kaikista kertoimista oli nollia.

Kokonaiskuvan saaminen yksittdisten kertoimien
perusteella on niiden lukuisuuden vuoksi varsin vai-
keaa. Tdssi suhteessa saamme paremman kidsityksen
yhtdldiden (5.8) ja (5.9) antamien keskiarvon ja va-
rianssin kertoimien avulla. T&118in on syytd huo-
mioida, ettd mahdollisista virheldhteistd on m* kap-
paletta tarkkoja alkuarvoja (ykeikktmatriisin al-
kiot), m-(m-1) kappaletta muotoa 0-q:;. olevia ja
siten tarkkoja vihennyslaskuja gekd m-(m-1) kap-
paletta muotoa qli-1 olevia tarkkoja kertolaskuja.
Ndaitd alkuarvoja ja laskutoimituksia vastaavat yk-
sittdiset pybristysvirheet ovat nollia, joten nii-
den kertoimet, yhteensd 3m”’-2m kappaletta, on syytd
poistaa keskiarvon ja varianssin lausekkeita las-
kettaessa. Tdhdn on varauduttu aliohjelmaryhmissid
L (vastaavat TYPE-kentdt ovat negatiivisia).
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Esimerkkimatriieille A" saatiin odotusarvojen
lausekkeiden kertoimiksi kahden desimaalin tarkkuu-
della, kun mainitut poistot o0li suoritettu (kertoi-

teki joittdin jdrjestyksessd o./0. /07

met tekijdittdin jérjestyksessd ./ ps/pr)
F—1,ao/3.ss/z.sz -100/2.00/68  -1.00/1.00/3.81  -109/0.00/3.18 --1.ar,3/-wc»/z..sls'1
-mo/:z.oo/‘a,aa _1,09/1,54/: a5 -1.00/0.00/338  —100/4.00/279 ~100/.2.00/5.67
-1‘00/1‘00/5,31 -1,ao/o.oo/-3.:53 -1.00/-0.09/1.68 —1.w/_g_oo/z.4a -1.00/3,90/33&
_100/0.00/s8  -100f00fa7  -r00f2.00f248 -r00fycafrrs  -100fh.c0faas
|-1.00/-1.00/3.65 -100/2.00/3.61 -10of300/336 -100f4.00f27 -1.oo/4.oo/§ssd.

Vastaavat varianssien lausekkeiden kertoimet olivat

[ 22 /334 f1.29 swMpenfarce  Bufesi frza nafen fras wI un /4.«:"
scupasirfacn 613 [f153 f195  wisshusfbsn  mefaofec  e3/w.07/4u
536/6.51 fa44 wishfhsasofissas  Ade 474 oo wsfiese f5 A6/2034//7.28
nafer fasr  sr6frascfiess  nasfesfoso  G01facfre5  seaefasfroe
|/ [r20  emfiecfrn  wacfora iz sewfus frosi 459/3.65 fas Jo

Edelld esitetyisti matriiseista voidaan tehdd
mielenkiintoisia havaintoja:

- Kaikki kertoimet oi:n kertoimia lukuunotta-
matta ovat symmetrisid (so. cy:n tietty
kerroin on sama kuin c; :n vastaava kerroin).

- 0i: kertoimet yldkolmiossa ovat pienempiid
kuin symmetriset kertoimet alakolmiossa
(paitei c.:n o?:n kerroin), joten muiden
kertoimien yhtdsuuruudesta johtuen ylédkol-
mioon lasketut kddnteismatriisin alkiot ovat
tarkempia kuin alakolmioon lasketut.

- Varianssin kerroinmatriisin kerrointen suu-
ruusluokka on pd#dlévistd Jilld pienempi kuin
muualla, so. pddlivistd jidm alkioiden arvot
ovat tarkempia kuin muiden alkioiden.

- Ms:n kertoimien arvo alkioissa ¢y, 1 # J,
on m-i-j (m = 5) seki alkiossa c.. m-1.

- Kaikkien ., :n kertoimien arvo on -1.
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Jidtdn tdssd esityksessd avoimeksi, ovatko némi
havainnot sattumia, vain kdsiteltyyn matriisiin 1iit-
tyvid, vai voidaanko vastaavia havaintoja tehdd ylei-
sesti. Odotusarvomatriisia koskevat havainnot voi-
daan yleistdd ainakin mielivaltaiselle 2x2-matriisil-
le, 8illd t4118in saadaan odotusarvomatriisiksi

“1/3‘?321 /1 +a‘aﬁa;1 +%E__T:i _1/ -1 / EB‘EBn
<AL =1 22523 -1/ 31 /1420808

misesd D = a,8,~-8,8,0n ko. matriisin determinantti.
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Liite: ALGORITMI L FORTRAN IV-OHJELMANA

algoritmin as
askel

C
I c FURCTION SUBPROGRAM GROUP L
c

INTEGER FUNCTION QI

ENTRY LBEGIN (VALUE,TYPE,OPER1,0PER2,COEFF,M)
INTEGER TYPE,OPER1,0PER2,QJ,QK,QN,EX

DIMENS ION VALUE{H},TYPE(H),0PER1(H),GPER2(H)
DIMENSION COEFF(M

EX=0

QI=0

I=1

RETURN

INITIAL VALUES

- ENTRY LNAME(VAL)
TYPE(I) =1
10 VALUE(I)=VAL
GO TO 66
ENTRY LNAMEX(VAL)
TYPE(I)=-1
GO T0 10

NEGATION

L3

aaaQ

L4

QaQaQ

ENTRY LNEG(QJ)
TYPE(I)=-2
VALUE(I)=-VALUE(QJ)
60 T0 65

ADDITION

ENTRY L&DBDP(QJ,QK)
IP(VALUE QJ;; 20,21,20
20 IP(VALUE(QK)) 22,21,22
21 EX=1
22 TYPE(I)=3
VALUE(I)=VALUE(QJ)+VALUE(QK)
GO T0 60
ENTRY LADDX(QJ,QK)
GO T0 21 '
ENTRY LADDN(QJ,QK)
EX=-1
GO TO 22

L5

aaa



L6

L7

L8

L9

L10
L11

Qaa

QQQ

Qaa

30
-
32

40
41
42

50
51

60

61
62
63
64
65
66

.IFﬁABS§VALUE§QJ

- 59 -

SUBTRACTION

ENTRY LSUB(QJ,QK)
IPEVALUE(QJ); 30,31,30
I; ¥ALUE(QK) 52,31,32
EX=

TYPE(I)=4
VALUE(I)=VALUE(QJ)-VALUE(QK)
GO TG 60

ENTRY LSUBX(QJ,QK)

GO TG 31

ENTRY LSUBN(QJ,QK)
EX=-1

GO TO 32

MULTIPLICATION
ENTRY LMUL(QJ,QK

-1.; 40,41,40
EX=1
TYPE(I)=5
VALUE(I)=VALUE(QJ)*VALUE(QK)
GO TO 60
ENTRY LMULX(QJ,QK)
GO TO 41
ENTRY LMULN(QJ,QK)
EX=-1
60 TO 42

DIVISION

ENTRY LmIY(QJ,QK;
IF(ABS(VALUE(QK))=-1.) 51,50,51
EX=1

TYPE(I)=6
VALUE(I)=VALUE(QJ)/VALUE(QK)
GO TO 60

ENTRY LDIVX(QJ,QK)

GO TO 50

ENTRY LDIVN(QJ,QK)

EX=-1

GO T0 51

OPER2(I)=QK
IF(VALUE(I)) 62,61,62
EX=EX+1

IF(EX) 64,64,63
TYPE(I)=-TYPE(I)

EX=0

OPER1(I)=aJ

QI=I

I=I+1

RETURN

VALUE(QK



aaa

L12

L16
L17
L18

L19
L20
L21

L22 C
c

102

80

81

- 60 -

COEFFICIENTS

ENTRY LEND(QN)

DO 80 K=1,M

COEFF(K) =0.

COEFPF(QN) =1.

K=QN

ITYP=IABS (TYPE(K))

K1=0PER1(K

K2=0PER2(K

GO T0 (83,102,103 0 4,105 106) ITYP
COEFF K1)=COEP!( EP!

0% COEPF(K)=0.

103

104

105

106
82
83
84

GO TO 83
D1=1 .

D2-1 o

GO TO 82
Di1=1.
D2==1.

GO0 TO 82
D1=TLLUEEK2;
D2=VALUE(K1
GO TO 82
D1=1./VALUE(K2)

D2=-VALUE(K1) /VALUE(K2) #%2
COEFF K1;=00EFFEK1;+D1%CUEFP$K;
COEFF(K2)=COEFF(K2)+D)#COEFF(K
K=K-1

IF(K) 84,84,81

I=1

QI=0

- RETURN

90

91
92

RELATIVE OR ABSOLUTE COEFFICIENTS

ENTRY LREL(COEFIC,M)
RES=VALUE (QN)

ASSIGN 91 T0 16

GO T 90

ENTRY LABS(COEFIC,M)
ASSIGN 92 T0 IG
CONTINUE

DIMENSION COEFIC (M)

DG 92 K=1,QN
conr:c(x)-GOErr(x)aVALUE(K)
GO T0 1G,(91,92)
coErlc(xi—coanc(x)/nEs
CONTINUE

-QI=0

RETURN
END
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KAYTETTYJA MERKINTOJA

merkintd selitys

*

()

O < > R

™

pysristyssymboli, esim. z* = z(1+e)

sar jan Jjéédnndstermi, sulkeissa sarjan
muuttujatyyppi ja pienin jddnndster-
missi esiintyvd asteluku, esim. <(e®

x-koordinaattien siirto: X = x+M

x-koordinaattien lavennus/supistus:
X = kx ‘

polynomille p «; =x"a,

polynomille p /i =)x“a;

polynomille p Vi =) (N-j)x"a,

mantissan abaoluut%inen pySristysvirhe
pybristédvidsed aritmetiikassa

mantissan absoluuttinen pydristysvirhe
katkaisevassa aritmetiikassa

odotusarvo; pstalkuarvon, Us:summan ja
erotuksen, (4, :tulon ja osamidrédn pyd-
ristysvirheen odotusarvo

keskiha jonta; 0" :varianssi; ci:alkuar-
von, 0, :summan ja erotuksen, o;:tulon
Ja osamdidrédn pydr.virheen varianssi

satunnaismuuttujia

polynomin p kerroinjmatriisin A alkio;

(E,e)-sarjan kerroin

kdiytetyn aritmetiikan kantaluku

(R,e)-sarjan kerroinjmatriisin A'alkio

Q:n derivaatta operandinsa suhteen,
esim. D =93Q.(q:,q;)/23q: ;

keskihajonta; D" *variansai, esim D’ (e)

(Byr)-sarjan kerroin® 18515 SELTESS

kumulatiivinen suhteellinen pyar virhe;

odotusarvo, esim. E(e)

(E,e)=sarjan i:nnen asteen termien .

2111

sivua

(¥}

46
47

40
40
40

8,9,11,
12,16,18

8,9,11,
12,16,18

7,8,16,45
39,52

15

2

20,55

20

g8
22
15
8

15



- 62 -

(E,e) (E,e)-sarja: muotoa E,. a;aaei+ sy 15
oleva Taylor-kehitelmd

e yksittdinen suhteellinen py®r.virhe, 3
esim. 2* = z(1+e)

4 tiheysfunktio 5

i,J,ky1m,n,N - 1indekse jd

k x-koordinaattien lavennus/supiﬁtuuker- 47
roin, vrt. "°"

M -x-koordinaattien-stirron mikri, 46
vrt."';

m liukuluvun mantissa 2

P liukuluvun eksponentti; 2

polynomi p = p(x) = a.x"+a, x"+...+a, 39

Q laskutoimitus, esim. voi olla Q(a,h=a-b 19

q algoritmin alkuarvo tai tulos 19

R kumulatiivinen absoluuttinen pybr.virhe 19

RT . (R,e)-sarjan i:nnen asteen termien 20
- summa

(R,e) (R,e)-sarja: muotoa R, = Jc:ei+... 20
" oleva Taylor-kehitelmi

(R,T) (R,r)-sarja: muotoa R = Jd,r.+... 22
..0leva Tayler-kehitelmi '

r yksittdinen absoluuttinen pydr.virhe 3

t liukuluvun mantissan numeroiden lkm . 2

u bt 4

x piste, jossa polynomin p arvo lasketaan 39

z liukuluku, z = m-bP; 2

polynomin nollakohta 46
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