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YHTEENVETO

Algoritmien kumulatiivista pydristysvirhettd liuku-
van pilkun aritmetiikassa pyrit#ddn analysoimaan kehit-
tdmi#lld tdmd yksittdisten pybristysvirheiden Taylor-
kehitelmdksi. Tdhidn tarkoitukseen esitetdfin sekd ana-
lyyttinen ettd tietokoneelle soveltuva menetelmi.
Ykeittdiselle suhteelliselle pydristysvirheelle konst-
ruoidaan tilastollinen malli. Sovellutuksina k#sitel-
1d#n pienalgoritmia a&*-b* = (a+b)-(a-b) sekd Horner-
shemaa ja Gauss-Jordanin matriisinkdédntbalgoritmia.
Sovellutukeiin liittyvdt ohjelmat on ajettu IBM 7094-
tietokoneella.
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1. JOHDANTO

Tietokoneiden mahdollistaman suuren laskentano-
peuden johdosta on tullut vdlttédmdttomiksi pyrkiid
selvittéimiddn pybristysvirheiden vaikutuksia, koska
niiden merkitys kasvaa nopeasti perdkkdisten laskutoi-
mitusten midirdin kasvaessa [1].

Kysymystd lidhestyttdessd on ldhtbkohtana tosiasia,
ettd algoritmissa tapahtuva kumulatiivinen pydris-
tysvirhe on perdisin kussakin erillisessid laskutoi-
mituksessa syntyvidstd yksittdisestd pydristysvirhees-
td. Ndiden avulla on pyritty laskemaan yl&rajoja ku-
mulatiiviselle pydristysvirheelle. Laajoissa algo-
ritmeissa on ollut pakko tyytyd melko karkeisiin ar-
vioihin tédlle ylidrajalle [10].

Useissa tapauksissa tieto keskimddrdisesti vir-
heesti ja sen vaihtelualttiudesta olisi hyddyllisem-
pi kuin virheen yldraja. Tédssd tarkoituksessa on
pybristysvirheitd pyritty selittimiddn tilastollis-
ten jakautumien avulla. Professori Henrici on mm.
teoksessaan 'Elements of Numerical Analysis' [4]
laajalti ldhestynyt kysymystd tdltd kannalta. Hidn
kisittelee pddasiassa kiintedn pilkun aritmetiikkaa.
Seuraavassa esityksessd pyritdidn tekem#idn vastaavia
huomioita liukuvan pilkun aritmetiikasta.



2. PYORISTYSVIRHEEN KASITE

Mielivaltainen nollasta eroava kymmenjér jestel-
mén reaaliluku voidaan esittdd muodossa

z = 20.d.d.d.... *10° , (2.1)

mised d,,d,,... ovat numeroita, d_, # O ja p on ko-
konaisluku. Osaa

m = $0.d.d,d.... (2.2)

kutsutaan luvun z mantissaosaksi ja silld tarkoi-
tetaan lukua

mo= £(d.,-10 +d..+10 +d.*10 + .u. ). (2.3)

Osaa 10" kutsutaan eksponenttiosaksi, 10 on kanta-
luku ja p on eksponentti.

Tietokoneissa kantalukuna b on luvun 10 sijasta
useimmin jokin kahden potenssi (esim. 2' = 2,
2° =8 tai 2% = 16). Mybs t4115in luku voidaan esit-
tii vastaavassa muodossa [4],[7]

gz = mb” = £0.d.d,d.... *d°, 4., # 0, (2.4)

missd d.,,d,,... Ovat b-kantaisen lukujédrjestelmén
numeroita. Tdll6in mantissalla m tarkoitetaan lukua

m = $(d_°b +d_,°b +d b+ ... ). (2.5)
Ehdosta d.; # 0 seuraa
b'< |m| < 1. (2.6)

Mantissaosaan mahtuu tietokoneessa rajoitettu
midrd, t kpl, numeroita, jolloin luku z koneesta



riippuen joko katkaistaan tai pydoristetdidn 'oikein'
muotoon

z* = $0.d.,d,...d b (2.7)

Ta4td muotoa kutsutaan liukuvan pilkun esitykseksi
ja lukua z™ liukuluvuksi.
Pyoristetyn ja tarkan luvun erotusta

r =2z%-z (2.8)

kutsutaan absoluuttiseksi pytristysvirheeksi. Kos-
ka absoluuttisen pydristysvirheen suuruus liukulu-
kujen yhteydessd riippuu ratkaisevasti itse luvun

z suuruudesta, on usein kdytdnnollisempdd tarkas-
tella suhteellista pyodristysvirhetta

- B8 (2.9)

jolloin

z* = z(1+e) . (2.10)



3. SUHTEELLISEN PYORISTYSVIRHEEN JAKAUTUMA

Mantissaosan pybristysvirhe

Suhteellisen pydristysvirheen tilastollisen ja-
kautuman selvittdmiseksi on syytd tarkastella aluk-
sl pelkidstddn mantissaosaa. Merkitsemme pytriste-
tyn luvun z* mantissaocsaa m*:1la, jolloin

£E = m"-m (3-1)

on mantissaosan absoluuttinen pydristysvirhe.
Olkoon

u=>b"* (3.2)

eli
u = 0.00...01°b° (3.3)

esitettynd muodossa (2.7). Mikdli pybristys on suo-
ritettu 'oikein', on voimassa

-%u < € < iu . (3.4)

Intuitiivisesti pidetdidn selvidnid, ettd pybrie-
tysvirhe on satunnainen luku ja siis tilastollisel-
ta jakautumaltaan tasai- &6
sesti jakautunut vi#lilli &
[-tu,iu]. Satunnaisuus
on tosin ndenndistd: jos
otamme uudelleen alkupe-
ridisen luvun Jja pydris-
tdmme sen, saamme uudel-




leen saman pydristysvirheen [4]. Tasainen jakautuma
antaa kuitenkin hyvdn tilastollisen mallin, jonka
avulla voidaan tarkastella pydristysvirheiden kdyt-
tdytymistd pitkissd laskutoimitussarjoissa.

Tilastollisen jakautuman tiheysfunktiolla f(x)
tarkoitetaan Ax:114 jaettua todenndkdisyyttd sille,
ettd muuttujan arvo on x:n ja x#Ax:n vdlilld, kun
Ax on ddretttmédn pieni[2]. Pybristysvirheen £ ja-
kautuman tiheysfunktio on muotoa

o, X < =3u
f.(x) =< ¢, -fu<xs=sju (3.5)
o, x >3,

missd ¢ on erids vakio.
Kokonaistodenndktisyys on yksi, joten

[[t.(x)ax = cu =1, (3.6)
mistd
. (3.7)
N&din saatu virheen tiheysfunktio on havainnol-

listettu kuvassa 1.
Virheen itseisarvolle saamme tiheysfunktioksi

0, x<-0
f.(x) = {2, 0<x=4u (3.8)
0o, X > .

Useissa tietokoneissa k#ytetdin oikean pydris-
tyksen sijasta katkaisevaa aritmetiikkaa [6], jol-
loin pydristysvirhe

€ = -|m*-m| = (m*-m)-sign m (3.9)

on tasaisesti jakautunut v#lilli [-u,0]. Punktio



sign x mddritelléddn
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=Y
sign x =4 0 , (3.10)
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Pybristysvirheen £’ tiheysfunktioksi saamme

0 X < =u
L.(x) = %, -u<x=<0 (3.11)
0 x>0 .

Tarvitsemme vield itse mantissan Jjakautuman pys-
tydiksemme laskemaan suhteellisen pytristysvirheen
jakautuman. Tuntuisi luonnolliselta olettaa, ettd
lm| olisi tasaisesti jakautunut vdlillid [7,1). On
kuitenkin todettu, ettei tdmd pidd paikkaansa [3].
Jos tarkastelemme suurta joukkoa reaalimaailman kym-
menjérjestelmdn lukuja, esimerkiksi fysikaalisia va-
kioita, voimme todeta, ettd niistd on noin 30% yk-
koselld alkavia.

Jonkinlaisen teoreettisen selvityksen tdlle ti-
lanteelle antaa samoin £\ (x)
ilmeisend pitédmémme to-
siasia, ettd kun kaikki
reaalimaailman luvut 3.
kerrotaan tietylld va-
kiolla, niiden ensim-
médisten numeroiden ja-
kautuma ei muutu. T&hdn
no jaamalla voidaan m :n I R R L
tiheysfunktiolle johtaa kuva 2
kuvassa 2 havainnollistettu kaava [8]

0, x<b"
£,(x) ={=o=—f » bleix<1 (3.12)
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